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SOBRE METODOS DE RESOLUCION DE PROBLEMAS DE VALORES

EN LA FRONTERA BIPUNTUALES VIA FUNCIONES RACIONALES
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ABSTRACT
Following the method by M. Razzaghi and A. Arabshahi [9], in this paper
we present a technique to solve linear two-point boundary-value problems,
approximating the solution by a rational function.
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1. INTRODUCCION

La investigacién de soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias que
se presentan en problemas de valores en la frontera bipuntuales se ha revelado
de gran interés en miltiples contextos, entre ellos la moderna teoria del
control; en especial, aquellas juegan un papel importante en la busqueda de
soluciones de ciertas ecuaciones matriciales de Riccati que aparecen en la
mayor parte de problemas de disefios de sistemas de la referida teoria [8] ,
siendo bien conocida la dificil integracién de las mismas y que ha impulsado
el empleo de otros varios métodos tales como el de superposicién, solucién
adjunta, barrido, etc...

Entre las dultimas técnicas empleadas para los citados problemas de
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valores en la frontera, destacan las que recurren a la aproximacién de la
solucién mediante funciones ortogonales 6 bien series polinémicas , siendo su
principal caracteristica que los problemas quedan esencialmente reducidos a
resolver un sistema lineal de ecuaciones algebraicas, lo que simplifica
grandemente la determinacién de la solucién del problema en cuestién. Chang y
Yang (1] han utilizado también la matriz operacional de integracién de
polinomios ortogonales y Horng y Chou [3] aplican matrices de transformacion
en algunos casos especiales.

M. Razzaghi y A. Arabshahi han discutido recientemente [9] un método
similar al de Horng y Chou para resolver el siguiente problema de valores en
la frontera bipuntual:

x'(t)=Ex(t)+Fu(t), Ostss

(1.1)

xl(0)=xm . xz(s)=x2'
xl(t) u (t)

donde x(t)= xz(t) , u(t)= uz(t) denotan vectores de n y k componentes,

E E F F
. 11 12 1n 12 .

respectivamente, y E= E E i F= F F |’ representan matrices

21 22 21 22

constantes nxn y nxk, respectivamente.

La solucién de (1.1) es aproximada por una serie finita de Taylor de

la forma:
m-1 i
Y(t)= ) YT (1), T=t (0sism-1) (1.2)
1=0
donde los coeficientes se determinan oo endo un sistema lineal de
ecuaciones algebraicas.
En los ultimos afios 'a  aproximacic

gran auge y desarrollo frente a la aproximacién polinémica,

especialmente en determinado tipo de problemas en los que cabe apreciar a
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priori que la utilizacién de funciones racionales conduce necesariamente a mads
6ptimos resultados. Por ello, en este articulo sugerimos una técnica para
aproximar mediante una funcién racional, la solucibn de problemas
estacionarios de valores en la frontera de la forma (1.1).

Si bien el proceso empleado es el mismo que el de M. Razzaghi y A.
Arabshahi [9], la utilizacién de una funcién racional como aproximacién de la
solucién, resulta en muchos casos més idbnea, por ejemplo cuando el método se
aplica a problemas de valores en la frontera de segundo orden con una o dos
capas limites en los extremos del intervalo de integracién [O,s];
precisamente, la posibilidad de elegir polos préximos a la capa Ilimite
(exteriores al intervalo [0,s]), hace presumir que la aproximacién representa
bien el comportamiento de capa limite en los extremos de [0,s], de la
solucién, comportamiento que, como se sabe, es generalmente dificil de
representar por un polinomio. A este respecto puede verse el trabajo de E. L.
Ortiz [6] en donde se pone de manifiesto la ventaja de la aproximacién
racional sobre la polinémica, al utilizar el método Tau en la resolucién de
problemas lineales de segundo orden en los que interviene una derivada primera
de fuerte crecimiento.

Igualmente, los interesantes resultados a los que conducen las soluciones

racionales discutidas por C. Lanczos [4] y E.L. Ortiz [S], entre otros.

2. APROXIMACION DE LA SOLUCION POR FUNCIONES RACIONALES

El método empleado por Razzaghi y Arabshahi para el problema (1.1),
consiste en aproximar la solucién mediante una combinacién lineal de funciones
§ RL RO , donde

0 1 m—1

Tl=tl (0=i=m-1) (serie finita de Taylor) ,
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6 tomando 'I‘l como polinomio de grado i de una sucesién de polinomios

ortogonales.

y (t) x!(t)
Haciendo el cambio Y(t)= = , el sistema (1.1) se
yz(t) xz(s—t)
transforma en
Y'(t)=AlY(t)+A2Y(s—t)+BlU(t)+BZU(s—t) (2.1)
Eu 0 o EIZ
con Aflo e | * AF| - o |
22 21
F (0] 0 F
g=| 1 - B = 12
1 |O -F ' 2 -F (o 1
22 21
- m-1 T
aproximéandose entonces Y(t) por Y(t)= zlel(t)=Y T(t) donde los Yl se
1=0

obtienen resolviendo el sistema lineal:
MY=W,
obtenido de (2.1) wusando wuna matriz operacional de integracién P,

caracterizada del modo siguiente:

t
[ Tt « PTCe), donde TWIT W.... T, (V] (2.2)
o

y una matriz S independiente de t, tal que:

T(s-t)=ST(t) , (2.3)

m-1
y la aproximacién de U dada por U(t)= z UlTl(t)=UTT(t).
1=0

Seleccionamos a continuacién algunos casos en los que hemos adoptado para

Y(t) la forma de una funcién racional. En cada uno de ellos, se obtienen la

matriz operacional P con la propiedad (2.2) y la matriz S (independiente de T)

con la propiedad (2.3).
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2.1 Caso de polos simétricos respecto de los extremos del intervalo [O,s].

Supongamos que T es de la forma:

T
T_(¢O'¢l'¢2"“'¢m01) ,
1 1 B
donde ¢o(t) e y ¢1(t) T8 con B=s+a y
¢|(t)=T1-2 (i=2,...,m+l1), con Tk=tk(05ksm—l) o un polinomio ortogonal de
grado k.
1 1
Puesto  que ¢°(t) o . ¢°(s—t)——¢l(t). y como ¢1(t) e
¢l(s—t)=—¢°(t). resulta:
T(s-t)=ST(t)
S i i ronoloong
donde S= — y S una matriz tal que T(s-t)=S T(t),
(0] S

N (1)

T(t)—(¢2....,¢mﬂ) .

Calculemos ahora la matriz operacional P.
Se tiene:

t t 1 & 1 ) 4 1
I T(t)dt:[ I —dt.J —dtI i dt]
o o t+a ot-B o

Ahora bien como:
¢ i t -4 t
——dt=In|1+| , ———dt=In|1—
" t+a a o t-B B

se puede escribir:

oo o d-duk
20 3a
t 1 1 1
0o 0o |o-L L _ L
T(t)dt Tit
J'o()= e eer (t)
0 P

t
con P tal que J. T(t)dt=P T(t).
0

Asi si Tl=tl, la matriz P sera:

! véase [9] para la forma de S (p.377-(6)).
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0 sl 00 0

B = 0 O}/ZO.. 0
. 1/(m-1)

00 ... 0

Sentado esto, si aproximamos la solucién por:

m+1
T,
Y(t)= [ Y ¢, (V=Y T(t)
1=0
y U(t) por:
m+1 T
ut) = z U, ()=U'T(V),
1=0

(Ul=matriz de kxl componentes), al integrar la (2.1) de O a t, y teniendo en
cuenta que Y(s~t)=YTST(t), U(s-t)=UTST(t), resulta el siguiente sistema lineal
de ecuaciones algebraicas:
Y'-A Y'P-A Y'P=V
Al igual que en Razzaghi [9], la soluciébn de este sistema puede ser
expresada en forma mas simple utilizando el producto tensorial (también
llamado producto de Kronecker)

MY=W,

i
m+1

T

con  M=I-AeP™-A e(sP)T, v=[Y' Y' ..Y
1 2 V] 1 m+1

T T
| W—[Wo Wl s Wit s

donde I es la matriz identidad (m+2)nx(m+2)n, Wl_1 es la i-ésima columna de la

matriz W y @ denota el producto tensorial.

2.2 Caso de dos polos miultiples respecto de los extremos del intervalo

[0,s].

a) Dos polos dobles

Supongamos que ¢0(t) = 12, ¢](t) = . , donde PB=s+a y

(t+a) (t-g)?
¢,(D=T _ (1), siendo T (t)=t" (i=0,1,...,m-1).

Puesto que:

) e
2-—¢1(t) : ¢1(5 t)=

(t-B) (t-a)

¢o(s—t)= 2=¢0(t)
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se tiene:

T(s-t)=ST(t)

siendo S como en el apartado anterior.

Ahora bien como:

t © k-1_k £ ] k
1 at - (—1)Mt ' J' 1 ) (2]« |§|<1)
o (t+a) k=1 o (t-B) k=1 B
es factible la aproximacién:
60 |0 Loagt Il
2 3
[+ 4 o a
t 00 |o L L L.
IT(t)dt « PTI(t), con P= R B8° B
¢ 0 3

b) Dos polos de multiplicidad m (m>1)

Asumiendo que:
1
(t-)™

¢°(t) = L : ¢‘(t) = con B=s+a ,

(t+a)™

puede escribirse
(=1 <t)sul-1)™
¢o(s—t)—( 1) ¢l(t) y ¢I(s t)=(-1) ¢o(t)

con lo que:

Ol =1)™
(-1)" o

o |

T(s-t)=ST(t) , donde S= Por otra parte, teniéndose:

(7214

t © k
1 i 1 I-m t
J. i m-1 Z [ k ] m+k+1
k=1 o

o (t+a)™
t m-1 © k
frtezandohie © P entriflBadags,
o (t-B) k=1 B
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- 6
IT(t)dt puede aproximarse por PT(t) siendo P la matriz
0

—1 1-m) 1 -1 1-m 1
o Om—l [l]mm—l [1] +1
3
(2

m
o

1)"‘“[1-mJ_1_ -(—1)“‘"[1-m] 1
Bm

= ¢ " m-1 2 m- 1 2 m+1
P = B

0 P

NOTA
Las matrices S y P pueden igualmente calcularse (lo que implica la

aplicabilidad del método) en el caso en que:

o lt——, 90—,
(t+a°) 0 (t-BO) 0
1 1
¢ (t)=—-, ¢ (t)=——
2 (t+a )" 2 (t-8)"
¢2k(t)-——l———, e P S 0. ﬂ=t’ (r=1,2,...,m-1)
(t+er ) "k (t—ﬁo)rk .

Bl=s+a‘ (Osi=k)
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