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Abstract:

In this note,Interpolatory Quadrature Formulas are extended to a class of
complex weight functions and the convergence is proved for certain integrands.
We also give some results about Padé-type Approximants to a corresponding im-
portant class of fuctions.
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1.LINTRODUCCION
El objetivo fundamental de este trabajo es estudiar la cuadratura
numérica de integrales de la forma:
+1

F) = Iw(x)F(x)dx (1

-1

donde F(x) es una funcién analitica (en la variable compleja x) en una cierta
regién que contenga al intervalo real [-1,1] y w(x) una funcién compleja para
la cual existan las integrales:

c = J"l x" w(x)dx , n=0,12,..., (1.2)

n
=}

Probaremos que pueden encontrarse n puntos del plano complejo (xl) y n pesos
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(Al). de manera que:
. ©

I(F) = r AF(x) — 1 (n—w) (1.3)
1=1

Ademés,veremos que ln tendrd un grado de precisién igual a (n-1),esto es:
1) = 1x)) , j=0,1,..,n-I

Cuadraturas del tipo (1.2) han sido estudiadas por J. Nuttall y C. J.
Wherry [l],con el mas alto grado de precisién (2n-1) (cuadratura gaussiana),
habiendo sido probada su convergencia en base al comportamiento asintético de
polinomios ortogonales respecto a la funcién peso w(x). No obstante,estos
resultados quedan restringidos a una clase muy particular de funciones,de
manera que funciones peso tan "tipicas" como las de la forma:

w(x) = (l-x)a (l+x)8 , (a,BeC, Rea,Rep>-1) , quedan excluidas de sus conclu-
siones (ver [1]).

La condicién (1.2) impuesta por nosotros es la mas general (y la mas
"natural") posible. Ademds,serd probada la convergencia de (ln) y la compu-
tacién de los nodos (xl) y pesos (Al) quedara establecida de forma extremada-
mente sencilla. Por contra,reconocemos que nuestras ermulas presentan el
inconveniente de que su grado de precisién es menor que el de las obtenidas

en (1).

2.APROXIMANTES TIPO-PADE EN EL INFINITO
Como veremos mas adelante,el estudio de la convergencia de (1.3) esta
estrechamente relacionado con el de la convergencia de Aproximantes tipo-Padé

(ATPs) diagonales en el infinito a la funcién:

+1 ( )
H(z) = —:_—:——dx 2.1

-1
(Para una discusién sobre la convergencia de Aproximantes de Padé a (2.1),

véase [2]).

Desde un punto de vista general,a partir de una serie formal de potencias
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®
L (z). = a
® J
)=0

2" ) (2.2)

se trata de construir fracciones racionales con denominador prefijado de grado
n y numerador de grado (n-1),de manera que su desarrollo en serie de potencias
descendentes de 2z coincida con Lm hasta el grado n. Formalmente,este es el
fundamento de los ATPs introducidos por Brezinski [3]. A fin de fijar ideas,
recordemos brevemente su construccién,incorporando algunas leves modifica-
ciones. Para ello se introduce el siguiente funcional lineal,actuando sobre el
espacio de los polinomios: c(x’) = cJ , j = 0,1,... Asumiendo que c puede
extenderse a un espacio suficientemente amplio Z, de forma que

(1/z-x) € Z, para z € C, podemos afirmar que para la funcién H(z) = c(1/z-x),

se tiene,al menos,formalmente:

4 J

® ) ® ”
H(z) = c[ zx_ ] = Tc zW L, (z—)
=0 z )=0

Como es bien sabido,en el caso real,esta relacién existente entre H y la
serie L“ ha sido empleada con éxito por Stieltjes y Hamburger para resolver el
problema de momentos. En base a la misma,podemos construir funciones
racionales que correspondan a L' en la siguiente forma: Dado un polinomio
arbitrario Pn(z).de grado n, puede probarse féacilmente que Qn(z) dado por:

P (z) - P (x)
n n

Qn(Z) = C —;—_——x—' (2.2)

(donde c actiia sobre x, quedando z como parametro) es un polinomio de grado

(n-1),verificAndose ademés:

Qn(Z) -(n+1)
H(z) - = 0(z ), (z—w)
Pnlzi

Este aproximante racional a H (o a Lo) se representa por (n/n)L (z), y se
]

conoce como Aproximante tipo-Padé a H en el infinito (ver [3]).
De (2.2) obtenemos, de forma inmediata,la siguiente expresiéon del error

de aproximacién:
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) Pn(x)
En(z) = H(z) - (n/n)Lw(z) = ﬁﬁ) c[ s ] (2.3)
En particular,si imponemos que:
c [ x’ Pn(x) ] =0, j=0,l,..,n-1 (2.4)
obtenemos,a partir de (2.3) que:

pendly . dn— w) (2.5)

H(z)P (2) - Q(z) = O (z
n n
La condicién (2.4) indica que Pn(x) es el n-simo polinomio ortogonal formal
[S] con respecto a c. En este caso,el correspondiente ATP se denomina AP
(Aproximante de Padé).
En lo que sigue,supondremos que H(z) viene expresada por (2.1),con w(x)

verificando (1.2). Asf,dado un polinomio arbitrario de grado n,se tiene de

(2.3):

E(2) =
n

\ «1 w(x)P (x)
= dx (2.6)

P (z) 2 =%

n

Veamos,entonces,qué sucede cuando elegimos Pn(z) de forma que sus ceros estén
distribuidos uniformemente en el circulo unidad (ver [6]). En orden a estudiar
la convergencia en este caso,necesitamos el siguiente :

LEMA 1 ([6])

Sea E un abierto - conexo de C. Supongamos que 8E es una curva analitica de

Jordan y asumamos que K = C-E es regular,en el sentido de que posea una fun-

(n)

cién de Green G(z) con polo en el infinito. Sea { BJ

} (j=1,...,n) una

familia de puntos de &E, "uniformemente distribuidos” con respecto a:
d 3G |dt|

, donde n representa la normal interior a 3E.
H dn 2n

(n)

n
En estas condiciones,si tomamos Pn(z) = ng[ z - B; , se tiene:

a) Tim IP (2)1"™ = Cap(E) , para z € E
n- ©® n

b)nl_—i_)Tg an(z)IV" = eG(Z)Cap(E) , para z € K

Sentado esto,pasemos a nuestro resultado fundamental:
1
TEOREMA 1. =

Sea Pn(z) como en el Lema 1, para n = [,2,... Entonces,la sucesion de ATPs
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Q (2) .
n N
(n/n)H(z) = Tn(?r convverge geométricamente a H(z), para todo z € C : |z[>l.

Demostracién.
Supongamos que I' = { t:|t|=p } , con 1{p<|z| , con z € C fijo. El teorema del

moédulo maximo prueba que para x € [-1,1], se tiene:

I[P(z)] s sup |IP(t)] = [P(t)|,conteTl .De (2.6) tenemos:
n el n n 0 0
|P (t )1 v lw(x) | 1dx] IP (t )]
|IE (2)| = 2 Pl e S e P
" IP (2) a4 lz - x| IP_(2)]

donde K es una constante independiente de n. Como |t°|>l y lzl>1l, podemos

erscribir,de acuerdo con el Lema I:
are— 1/n
— 1/n rlulr!)‘m IPn(to) ' eG(tO)
lim |E (2)| = = = A
Cnow . 1/n eG(z)

Iig,, 17,2
Como es bien sabido, en el caso particular de un circulo de centro z, ¥y radio

o) _ 1773l
rrE=({z Iz-zol(r }, entonces e = - , quedando por consiguiente:

ltol/P : |t°| !
[z17p [z] z]

1/n

Tim |E (2)|
n--0 n

S A= €1,

lo cual prueba la convergencia geométrica de la sucesién de ATPs a H(z) »

De forma inmediata,se tiene el siguiente:
COROLARIO
La sucesién { (n/n)"(z) } converge uniformemente en cualquier compacto conte-
-nido en D: { zeC / |z|>] ).
Observacién: Téngase en cuenta que este resultado es valido,por ejemplo,para
el caso en que Pn(z) tenga como ceros a las rafces n-simas de la unidad,esto

es: P (2) = 2"-1.
n

3.CUADRATURA NUMERICA
Visto lo anterior,nuestro andlisis seguird a partir de ahora el enfoque
clasico (véase [7],[8]). Supongamos que F(x) es analitica en la regién

{ zeC: |z|sp } (p>1) (que incluye a [-1,1] y sea I' el contorno |z| = p. Tene-
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mos que por el Teorema Integral de Cauchy:
1 F(z)

F(x) = >l r——z——_T dz , x € [-1,1]. Por otra parte,
+1
+1 _ 1 F(x)
1F) = [ wlx) Fox) ax = J o) . o [ T
-1 -1 r
-; JF(z) [ I" w(x) } dz= —II F(z) H(z) dz, con H(z)
2ni 2mi r

dada por (2.1). Entonces,si Pn(z) es un polinomio arbitrario de grado n con

n et e
ceros (xl)l - podemos escribir:
=

Qn(Z) n AI
H(z) = (n/n), (2) + E (2) = "o ¢+ E (2) =|);‘l = + E (2). De aqui:
L Q (2)
F) = > [ Pn(z) + En(z) ] F(z) dz
r

n
) AF(x) + i I E(2) Fiz) dz = 1(F) + R (I)
| 1 2ni n n n
1=1 I

n
donde In(F) = Z AlF(xl) es una cuadratura de la forma (1.1) y

1=1

R (I) = . E (z) F(z) dz representa el error de dicha férmula.
n 2ni rn

Antes de probar la convergencia del método,examinemos el grado de preci-
sién de In. Obtenemos el siguiente:
TEOREMA 2
xn(x’) = 1<), j=01,...n1
Demostracién
+1

Téngase en cuenta que 10x)) = J‘ x wix) dx = < siendo
-1

o n
H(z) = z c. 27 Por otra parte: | (x)) = Z AxX=¢ , siendo
10 n ' - )

z
e (J+1)
(n/n)H(z) zc " , para |z| suficientemente grande. Pero,por defini-

cién de ATPs,se sigue: cJ = c} , J =0,1,...,n-1 , de donde,inmediatamente:
In(x’) =1x), j=01,...,n1. =

Por ultimo,y teniendo en cuenta el corolario anterior,podemos asegurar:

138

realizada por ULPGC. Biblioteca Universitaria, 2017

© Del documento, de los autores. Di;



TEOREMA 3

'l‘jr_r)xmln(l-‘) = “Flx) w(x) dx , para toda funcién F(x) analitica en
-1

un circulo que contenga al intervalo real [-1,+1].
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