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EVALUACION DE INTEGRALES INDEFINIDAS CON

FUNCIONES GENERALIZADAS DE LAGUERRE.
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ABSTRACT
In this work we evaluate indefinate integrals of the form
I= J £ (x) L:(x) dx,assuming that the result can be expressed as

A(x)Lg(x) +B(x)h$‘1 (x). Here f(x) is a bounded and continuous or
sectionally continuous function over the interval [xl,le and LZ(x)
is the generalized Laguerre function of order v. We observe that

La(x) satisfy some recurrence relations that permit us to reduce
the problem of evaluation of I to resolve a differential equation
in B(x). Fractional Calculus is used to solve this differential
equation. With this technique we obtain more general results than
those scattered in the existing literature.

Key words:integrals, the generalized Laguerre function, the
differential equation,the Fractional Calculus.

RESUMEN

En este articulo se evaluan integrales indefinidas de la forma
I= J £ (x) L:(x) dx, asumiendo que el valor de esta integral es

A(x)L;‘(x) + B(x)LS‘l(x).La funcién f(x) es acotada y continua o

seccionalmente continua sobre el intervalo [xl,le y Ls(x) es la
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funcibén generalizada de Laguerre de orden v.Se demuestra que L:(x)

satisface algunas relaciones de recurrencia que permiten reducir el
problema de la.evaluacidén de I a resolver una ecuacién diferencial
en B(x). El Cdlculo Fraccional se utiliza para resolver esta
ecuacién diferencial. Con esta técnica se obtienen resultados mis
generales que los presentados en la literatura existente.

Palabras claves:Integrales , funcién generalizada de Laguerre,

ecuacidén diferencial,cdlculo fraccional.

1. EVALUACION DE INTEGRALES INDEFINIDAS

En esta seccién se aplica la técnica de Piquette y Van

Buren[6], para evaluar integrales del tipo

I= If(x) Ly(x) dx, o €z (1)

donde f(x) se asume acotada y continua o seccionalmente continua y
Ls(x) es la funcidén generalizada de Laguerre de orden v definida

como:

o _ (v« -V, _ C(v+a+1) L.
I"V(x) h [a] 1F1[ozn’x] = Tw+1)T (as1) 1F1[a«1’x] (2)
o ¢ Z

AL usar (2) y algunas relaciones de recurrencia de la funcidn

hipergeométrica confluente LEBEDEV(3],se deducen los siguientes

resultados
a _ (x-v-a-1) -« V+1 o
DLv(x) s e L7 (x) + = qu(x) (3)
a _ vl @ _ wearr)
DL,  (X) = —— L, (%) = L, (x) (4)

donde D es la derivada con respecto a X.
Segilin la técnica, asumamos que I puede representarse como:
3 o
I =AMXDL,(x) + B(XL, (x) (5)
donde A(x) y B(x) son funciones a determinar.
Si derivammos (1) y (5) con respecto a x, usamos (3) y (4) y luego

agrupamos, tenemos que:
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_ vil+a

o X-v-a-1 o
£GOLE(x) = [DA(x) 5 ERB-L 500 B(x)]Lv(x)

+ [Zil A(x) + DB(x) + Ldin

o
x x B(x)]LVOI (x)

Al comparar coeficientes:

X-v-a-1
DA(x) + e

Ax) - v+;+1

B(x) = f(x)

v+l v+1l
DB(x) + —= B(x) + 5= A(x) =0

Al Operar con las ecuaciones anteriores tenemos el siguiente

sistema para determinar A(x) y B(x).

xD°B(x) + (x-a+1)DB(x) + (v+1)B(x) = - (v+1)f(x) (6)
A(x) = - ;A7 DB(X) - B(x), v = -1 (7)

donde D? = dz/ ax®

Al tenerse una solucién particular de la ecuacién diferencial (6)
podemos obtener A(x) de (7) y luego de (5) evaluar I.

Una solucidén particular de (6) puede deducirse por métodos cldsicos
para resolver ecuaciones diferenciales, sin embargo, en la seccidn
3 damos un método general eficaz con aplicacién del Cédlculo

Fraccional.

2. ALGUNOS RESULTADOS
Seguidamente damos algunos resultados obtenidos al usar la
técnica explicada en la seccidn anterior. La solucidn particular de
la ecuacién diferencial (6) se deduce con el uso de métodos

cldsicos .

o o o a-1 G
J Lv(x) dx = Lv(x) - Lvﬂ(x) = —Lvu(x), o ¢ Z (8)
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-V-1

-V-2 a X o -
[x LV(x) dx = T Lvn(x), a ¢ Z, v+ia+l = 0 (9)

v+a -x
v+a+l -x_ o o o X e
J; e L, (x) dx =[(2v+a+1-x)L,(x) - (V+1)L,  (x) ]—(—rv T

via _-x
x e o &
=TLV—1(X)' a¢eZ, v=*=0 (10)
o -x Lo o o *Fe™
I x'e” L,(x) dx = [(r+a+l-x) L,(x) - (v+1) L, (x)] TR
xﬂ’l e—x a1 _
=_'V—Lv-:(X)' aeZ, v=0 (11)

e~ *
v+a

I e™ Ls(x) dx = [(v+1-x) L:(x) - (v+1) L:ﬂ(x)]

= eTLytx) = [L:_l(x) £ Lg(x)]e",a P
(12)
o o o o xa
I x Lv(x) dx = [(v+a+l) Lv(x) - (v+1) Lv”(x)] T
xa” o+l -
=va (x), ae¢Z, v+a+l #= 0 (13)
De (3):
a _ gt T (v+a+l)
[ g0 ax - 130+ Fldl (1a)

o

Al Hacer « = 0, v =ny a # 0, v = n se obtienen los resultados
mostrados en PRUDNIKOV(7, p.51; (1.y 2.)] respectivamente.

Los resultados del (9) al (13) son generalizaciones de [7,

p.51; (4.,5.,6.,8. y 9.)] respectivamente.
3. SOLUCION PARTICULAR DE LA ECUACION DIFERENCIAL

MEDIANTE EL CALCULO FRACCIONAL.

Numerosas aplicaciones tiene el Cdlculo Fraccional([5,9], una de
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ellas es en la resolucién de ecuaciones diferenciales.En esta
seccién presentamos un método general para hallar soluciones
particulares de la ecuacidén (6) mediante la equivalencia de ésta
con su forma operacional, usando el operador fraccional de
Holgrem-Bassam GUERRA J. [2], definido como:

Dado @ € R, m es el menor entero tal que a+m>0, f£(x) es real en

el intervalo [a,b]. Si £ e c™

donde n es el entero positivo mds
pequefio que cumple n+l = m, definimos:
x

Ol+m-

I {f(x)) = 1_&—”‘)- D" I (x-t)*™ £ (£) dt (15)

x
a

El Operador de Holgrem-Bassam coincide con el operador de

Riemman-Liouville OLDHAMI[5]

I {£60} = RS £(x)

El siguiente teorema permite establecer una equivalencia entre una
forma operacional y una ecuacién diferencial y sus soluciones
GUERRA J. [2].

Teorema:
Si %'" {(h+bx)7e)‘xF(x)) existe, entonces la ecuacién diferencial

(h+bx)D°Z + (Bx+C,)DZ + [Bx + C, + B, (h+bx) ']z = F(x)

(16)

es equivalente a:

x 1 =iy X ) A

}" (h+bx) ' Pe™M* I (h+bx) PeH* 5""" y = F(x) (h+bx)¥e?*
con y = (h+bx) 7™z (x); h, b, B, B, B, C, C, w, p, U, v y A
son reales tales que b # 0, w > 0 si y sbélo si:

B, = ub+2ab (17)

= bp+bw+uh+2Ah+2%b (18)

1

c
B, = bA%+Aub
¢

S 1bu.+2A7b+Azh+Abw+Auh+uwb+pr
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B, = 9b° (7-1+p+w)

de donde tenemos:

bA%-AB +B, = 0 (19)
b*%?® - (bC,-buh-2Abh-b%)7 + B, =0 (20)
wub = C,-AC, +A’h-ybu (21)

Ay 7 son raices de (19) y (20); u, wy p se obtienen de (17), (21)
y (18) respectivamente. -

Ademis la solucién de (16) viene dada por: Z(x)=zl(x)+zz(x)+zp(x),
donde 2 (x) y Z,(x) son soluciones de la ecuacién diferencial
homogénea asociada a (16) y Zp(x) es una solucibén particular con

:
2, (x) = k(hsbx) Te™ 1% e (nybx) P
. x .
z, (%) = (h+bx) Te™™ 1 Ve (hapx) P I (hebx) P! 17(0)
.
z, (x) = (h+bx) Te ™ ™D

a

-1

x
e (hebx) P 1 " (h+bx) P!

x.
g}

(22)

siendo g(x) = (h+bx) Te™ F(x).

AL hacer h = B2 = 53 =0; b = E1 =1; C1 =1-a; C2 = v+l y
F(x) = -(v+1) £(x) en el teorema anterior se tiene la ecuacidén
diferencial (6) y las expresiones.

M+ 22 =1

p+w+2y =1-a

A s =0

YU+ 207 + AP + AW + uUw = V+1

¥ (r-1+p+w) = 0

v + 1 + (a-1)A - 7L = WU
De las cuales se deducen los conjuntos de valores:

a) A=0, mu=1, w=v+l, ¥y =0, p=-v-a
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b) A=0, u=1, wW=v+a+l, 7 = -a, p = -V
c)A=1, Hu=-1, w=-v-a, 7 =0, p =1+
d A=1, wu=-1, w=-v, 7 =-a, P = 1l+v+a

que sustitufmos en (22)
particulares de (6).

x
B(x) = -(v+1) I'e
o

B(x) = - (v+1)x% I"""

-x_V
%! +0

con a = 0 y hallamos cuatro soluciones

x
Tlex Vet V-l {E(x)}, v+1 > 0

o o .

. (23)

e*xV 1 eV I v “x%E (%)) (24)

[

v+a+l > 0 N "
B(x) = - (pel)e™ TV-01 @17V T gV TV {e* £(x))
o o
(25)
v+a < 0
X A F-V-1_x_-V-1-0 G-l _-x Vel 1V, -0 _x
B(x) = -(v+1)e™x* 1 e*x I e™x I Vix%e* £(x))
o o
(26)
v <0
4. OTROS RESULTADOS
Aqui se evaluan una serie de integrales indefinidas que

envuelven funciones generalizadas de Laguerre mediante la técnica

descrita,

resolviendo la ecuacidén diferencial (6)

con el uso del

cdlculo fraccional. Se Presentan tres ejemplos en donde se aplican

los siguientes diferintegrales OLDHAM(S].

- }'a(x-a)B = rc(ﬁ;i)l (x~a)a+B, aeR, Bel (27)

x Aa a+p

-0t -Ax B T (B+1) (x-a) 1+8 ~
-1 e x-a)” - a+B+1 1F1[a+6+1’ Ax a)]

(28)

BelZ , atf ¢TI, A € R.
L B (v. rg+1) (x-a)**f _ (v,8+1

(x-a) lFl [1,—6(x—a)]-—r—(m’——— F [1,a+B+1' S(x-a)]
BeZ, v ¢ {Zv 0}, a,v,8 € R. (29)
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Con f(x) = e* en (24)
x x x
B(x) = - (r+1)x® IV &Y 177 XV IV x%e* )
o o o

a ¢ Z, v+a+rl > 0.

De (28)
_ . T(l-a) _a Tvea _-x v X1 x 1-a
Blx) = -t vi1) X g enx g e Falve2’

a ¢ Z-{0}, v ¢ Z-{-1}; v+a+l > O.

l-o,

Al sustituir _F [V+2,

Fi kx] por su desarrollo en serie, aplicar

propiedad de linealidad y homogeneidad de 1los operadores

fraccionales OLDHAM[5] y (29) tenemos:

n+l
B(x) = - D10 & Jvea xv ;:’ (1-a) KT (n+1)x n+l
S N 25 P e v+2) niT (n+2) 1 1(n+2’

a ¢ Z-{0}), v ¢ Z-{-1}; v+a+l > 0.

Al u sar t r ansformacién de Kummer ABRAMOWITZ[1,p.505],

propiedades de linealidad y homogeneidad y (29) obtenemos que:

B(x) = -

n+2,n+2-a’ X

cion realizada por ULPGC. Biblioteca Universitari

F(1-q) & (1-@) nk"l-(n+1)l‘(v+n+2)x"'1 [

F 1 ,v+n+2
Flv+1) 27 w+2) nlT (n+2)T (n+2-a) 2 2

Si sustituimos el desarrollo en serie de 2l=‘2 LEBVEDEV [3] y

arreglamos coeficientes:

(w+2) (1) (1-e) (1), 0™ (-x)"

(2"1)...1(2)".1(”"2)" n! 1!

B(x) = - ¥«

5
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Al consider el desarrollo en serie de la Funcién Kampé
de Feriét SRIVASTAVA[10]
(@):(b);(c)
P q k

F(y,2) - Ya
(@) :(B); (7))




3 k q
s r
o el (aj)m n (c,)’ z m (bj)r Yy
=7 b j=1 J=1 y=1
1 n m
r=0 | s=0
m (aj)m m (1J)' s! m (I‘SJ)r r!
=1 =1 J=1
(30)
la cual es convergente en:
i) p+q < l+m+l, p+k < l+n+l, |yl < o, |2| < o.
x| Pz P 1 gipsl
ii) p+q =l+m+l,p+k =l+n+l y {
max{lyl,Ixl} <1,8ip =1
tenemos que:
. v+2:1,1-a;1
Bx) = - ¥ x F¥! i kx, -x (31)
o 2,2-a:V+2  ;—

a ¢ Z-{0}); v+a+l > 0, v & Z -{-1}.

Al derivar (31) con respecto a x ,obtenemos el resultado

DB(x) = - v+1l Fl:a;l

v+2:1,1-a;1
l-a "2:150

2,2-a:v+2 ;-
_k(pal) gz [ L2

2(2-a) 2:1;0 3,3-a

(v+1) (v+2) 1:2;1
2(1-a) (2-a) x 2:1;0

oa ¢ Z-{0}, v ¢ Z-{-1}; v+a+l > O.
Al sustituir esta dltima expresién y

con (5) tenemos:

o

; kx,~x]

:2,2~0;1

v+l -

v+3:1,1-a;2
3 kx, -x

3,3-a:v+2

(31) en

(7)

H

[(v+2) LS (x) - (v+1) LS ()]

se halla A(x)

Y
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H

) T
2,2-a:v+2 ;- 2(2-a

. . 2y
11211 v+2:1,1-a;1 kx"L, (x)
2:1;0 I ks

v+3:2,2-a;1
F;jfj‘[ ;kx,-x]

3,3-a:v+3 ;-

2.
i (v+2)x Lv(x) glizi v+3.1,1-a,2. )
2(1-a) (2-a) 2:1;0 3,3-a:p42  j—
(32)
a¢Z -{0}), vezZ - {-1}; v+a+l > 0
Este mismo resultado se obtiene al usar (23).
k]
Evaluamos esta misma integral aplicando (25) §
x x ]
B(x) = - (v+1)e™ V-t iV 17t exxv Iwa (e(kd)x)’ s
o o o £
]
l
a¢Z, via < 0. §
&l
Por (28), la introduccién de la definicién en serie de 1la 1F1 ?g
LEBEDEV[3] y por la aplicacién de propiedad de linealidad vy Zg
homogeneidad de los operadores fraccionales [5] tenemos: £

1 @ (1) (1+k)™ «x
B(x)= _ v+ e-x I—V O~ l X —l ): m I -1 -x l—a
T(1-v-a) . ey il-v-a_i m!

a ¢ Z-{0}, v+a < O.

Al usar (28):

]
a
£
H
3
3
S
g
g
H
3
2
o

-x

(1) (1-a) (1+k)" x

_ - (v+l)e X _v-a-1 * v bt
B = mormre © ix I myve o

l+m-a
1 [24-m af x]

a ¢ Z-{0}, v+a < O.
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Por Transformacién de Kummmer, propiedades de linealidad y

(29) tenemos que:

Cwenyex @ (1), (Lma) (1)
To L o,

B(x) =

X mel-veo, 1
2 2|2-a+m,2+m’

Al sustituir el desarrollo en serie de 32 LEBEDEV[3] vy

arreglar coeficientes se deduce que:

B(x) - rlle™x 7 (1), (1-a) (1-a-v),,, ()0 (geea) ot %
B (T-a) moo (270 (2] (T-a-v) m! nl!
n=0
Por (30):
3 1l-v-a:1l,1-a;1
B(x) = Jlyrlle X g ; (k+1)x,x (33)
&40 2,2-a:1-v-a;—

a ¢ Z-{0}, v+a < O.

Al derivar respecto a x

1-v=aul,l1-a;1

DB (x)

o swrl)e T (1ox) gz
- 1-a 2:1;0

;5 (k+1)x,x
2,2-a:1-v-o;—

_ (k+1) (v+1) e ™x° _1:251

2-v-a:2,2-0;1
2(2-a) 2:1;0

;s (k+1)x,x
3,3-a:2-v-a;—

S (v+1) (1-v-a)e K plizit 2"’_“:1’1_“;2_ (k+1) %, x
2(1-a) (2-a 2:1;0 ’ ’
3,3-a:1-v-a;—
(34)

a ¢ Z-{0}, v+a < O.
Al sustituir (33) y (34) en (7) para hallar A(x), y de (5)
obtenemos finalmente:

kx L e "x o o
J e Lv(x) dx = [(v+2—x)LV(x)-(v+1)Lvﬂ(x)]

1-a
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l-v-a:1,1-a;1

F121
2150 2,2-0:1-v-o;—

(k+1)e *x° _«
2(2-a) Lv(x) 2:1;0

(1-v-a)e

x? a 1:
2(1-a) (2-« Lv(x) Fm:

a ¢ Z-{0}, v+a < 0.

Este resultado también se obtiene usando (26).

(35) ¢
kx, O
I e'L,(x)dx =

X[ (v+2) L (x) - (v41) LS | (x) ]

X[ (+2-X) L (%) - (V1)L (x) ]

. 2;1[2—1)-01:2,2-17:;1

v+a+l > 0, o ¢ Z-{0}, v ¢ Z-

;(k+1)x,x}

s (k+1)x,x
3,3-a:2-v-o;—

2-v-a:l,1-a;2
3,3-a:1-v-a;—

;(k+1)x,x]
(35)

Al reunir (32) y

v+2 :1,1-a;1
F1:2 3 ; ,-x
e 2t 2,2-0:v42  ;—
kx®L¥(x) | v+3:2,2a;1
+ =3 2v pli2sd s kx, -x
(Z-al™ "2:1503 3 4:pe3 5o
(v+2) x2L% (x) v+3 :1,1-a;2
_ v plizit JE 1 S
= = Lt H ,
2(1-a) (2-a 2:1;0 3,3-a: Pe23—

{-1}

l-a

(k+1)e *x® _«a 1:251
* 2(2-a) L) Fuilio 3

-x_2
(l-v-a)e "x Lu(x) 1:251

* 2(1-a) (2-a) v F2:1;0

via < 0, o ¢ Z-{0}.
Un procedimiento similar se

resultados.

S a

,3-a:2-v-a;—

1l-v-a:1l,1-a;1
=% o1 520 1
2:1

5 ;(k+1l)x,x
2,2-a:1-v-a;—

v-a:2,2-0;1
s (k+1)x,x

2-v-a:l,1-a;2
;s (k+1l)x,x
3,3-a:1-v-a;—

(36)

realiza para obtener otros dos
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2
befj(x) ax = A L) LA (x) - (1)L (x)]ze[l’v+3-—x]

v+1 3,3-a’
(v+3) x° a 2,v+4
R EEr ze[4,4-v' x] (37
a¢ez - {0,1}, v+#1 > 0
—ot o x' "« o o
Ix Ly (x) 8% = (rogmyrrog [(2-aan LG (x) - (L)LY ) (0]
1,v+2-a (v+a-2)x>"% o 2,v+3-a
2 2{2111 2-2a""‘] - 2 L, (x) 2[3:‘1 3-2a"x]
‘ 2(1-2a) (1-a) “ (2-a) !
(38)
a ¢ Z-{0}; v+l > 0; a = 1.2 .....
2 2
De los resultados (36), (37) y (38) se deducen varios casos
particulares, tales como:
- 8i v =0, k = -1 en (36) entonces I e™dx = 1-e™ al usar

transformacién de Kummer y ademds las siguientes relaciones

MILLER [4] , ABRAMOWITZ [1] , PRUDNIKOV [6] .

P2l u,,---.upzl,m;l x 1-8 . 1,u1,---,up' .
i iX, = H
q:1;0 V;""'Vq: B i— 1-B+a p+l q V:""’Vq

o [1,1+a,u1,...,up ]
+ 3T 0

T3 F
1+a-B p+2 q+1 B,vl,...,vq

a, b | __a b | b N
2Fz[a+1,b+1’z] " a-b 1F1[b+1’z] * b-a 1F1[a+1’z]

d [a,b ab F [a+1,b+1_ ]

dz 2-2|c,d’ %) = cd 2"2(c+1,d+17 %

a .. - (b- a. d_ a,
(b-1) 1F1[b~1’z] = (b-1) IFl[b'z] + 23z 1F1[b'z]
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B[

n=0

1F1[!::17Z] = (m-1)!12'™ {ez n2 n}

1,2,3,...

2
- Siv =20 en (2) y (37) entonces I xdx = 32(— al considerar

las siguientes relaciones ABRAMOWITZ[1];
a-1, —— a, d a,
(b-a) 1F1[ b ,z] = (b-a-z) xe[b'z] + Zgg 1F1[b’z]

d a, a a+l
dz 1F1[b’z] =5 1f [b+1’z]

para valores de a =1, b = 3-a, z = -x.
1-a

- Siv =0en (2) y (38) entonces J x%x = X

W,u:lal

considerar las relaciones anteriores para a =1, b = 2-2«,

z = -X.
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