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CUADRATURAS SOBRE EL CIRCULO UNIDAD: ASPECTOS ALGEBRAICOS 

M. Camacho; P. Gonzalez-Vera; F. Perez-Acosta 
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Universidad de La Laguna. TENERIFE 

ABSTRACT 

In this paper, interpolatory quadrature formulas on the unit circle are 

introduced. We generalize the results given by Jones et !11. in [5] by 

establishing a three-term recurrence relation for the nodal polynomial. 

KEYWORDS: Quadrature, Szego polynomials, para-orthogonality, three-term 

recurrence relation. 

l.INTRODUCCION 

En general, una formula de cuadratura Gaussiana, que permita estimar el 

valor de la integral 

rf(t)d,P(t) 
a 

siendo (a,b) un intervalo real (finite o infinito) y t/l(t) una funci6n 

acotada y no decreciente, tiene la forma 

rf(t)d,P(t) =J,<"'rct~"'l 
a 

+ E {f} 
n 

I {f} + E {f} 
n n 

Aqui E {f} representa el termino error, de modo que E {f}=O, V fen 
n n 2n-l 

(en lo que s igue II denotara el espacio de los polinomios de grado menor o 
n 

00 

igual a n y II = n~orr n 

Los nodos { <n>} :=l reales, distintos y contenidos en (a, b), Se sabe 
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que son los ceros del n-esimo polinomio ortogonal con respecto a di/I; a la 

vez que los pesos {;\~n>}n se pueden obtener a partir de la condici6n 
m=l 

En{f}=O; f e Iln-i' de modo que si {Lm,n(t)} constituyen los polinomios 

fundamentales de Lagrange respecto a los nodos de interpolaci6n {tn
(n)}n • 

m=l 
entonces se tiene: 

;\ c nl = Jb L (t)dl/J(t) 
m m,n 

a 

(Vease [l] para mas detalles al respecto) 

La determinaci6n numerica de las {t Cn\ esto es, el calculo de las 
n 

raices de un polinomio cuyos coeficientes no se conocen, en general, de modo 

explicito, ha sido objeto de numerosos estudios (2), [3]), donde la 

riqueza de propiedades de los polinomios ortogonales juegan un papel 

fundamental y en particular, la conocida relaci6n de recurrencia a tres 

terminos. 

Nuestro interes radicara ahora en el estudio de f6rmulas de cuadratura 

sobre el circulo unidad, esto es, 
n 

1[ 

I {f} = J f(e18 )dl/J(8) = l ;\ c n>rn: c n»+E {f} 
I/I -n m= 1 m m n 

(1.1) 

don de ahora los nodos { < c n'} se encuentran sobre r = {z: I z I =1 }y los pesos 
n 

{;\ Cn'} son determinados de modo que (1.1) sea va.Iida (E {f}=O) no s6lo sobre 
n n 

subespacios de los polinomios algebraicos usuales sino sobre funciones mas 

generales que estos, a saber. los llamados polinomios de Laurent, dados por 

q 

l <Xlj 
J=p 

a:e C 
J 

p,q e Z; p~q (1.2) 

Ahora A denotara el espacio de las funciones (1.2) y A el 
p,q 

correspondiente espacio de todos los polinomios de Laurent (Observese que 

IT=A ). 
n O,n 
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Se dira que A (p y q dependientes de n) representa un "dominio de 
p,q 

validez" para la formula (1.1) si E {f} O; V f e A En (5) se prueba 
n p,q 

que el "maximo dominio de validez" que puede alcanzar (1.1) es A-Cn-1),n-i· 

El objetivo de este trabajo sera probar que para estas f6rmulas de 

cuadratura -analogas en cierto modo a las de Gauss para intervalos sobre el 
n 

eje real- el polinomio nodal N (z) = TT (z-< < "\ satisface una relaci6n de 
n m 

m=l 

recurrencia a tres terminos, asi como otros aspectos algebraicos que vienen 

a completar los dados en [S]. Aqui, los polinomios de Szego ([6]) y el 

concepto de "para-ortogonalidad" ([5]) juegan un papel decisivo, tal y como 

se pondra de manifiesto a continuaci6n. 

2. FORMULAS DE CUADRATURA SOBRE EL CIRCULO UNIDAD DE TIPO INTERPOLATORIO 

Supuestos conocidos los nodos {< <n» tal que 
D 

entonces 
n 

(2.1) 

para todo elemento f de A , siendo· p y q it 0 y p+q = n-1, permite 
-p,q 

establecer n condiciones, a partir de las que es facil comprobar 

algebraicamente que los pesos j=l,2, ... ,n quedan unfvocamente 

determinados, . 

Por otra parte, si R (z) representa el elemento de 

interpola a f en los nodos {<':i}·qn , se sabe que ([7]): 
J J = 1 

siendo L (z) 
J,n 

de modo que: 

V (z) 
n 

n 

R (z) - \ L W;Cnl) 
p,q J~l J,n J . 

y V (z) 
n 

z-p N (z) 
n 
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In R (e19 )drp(0) = [ [Jrr L n (e19
) dl/J(0)] W;;~n)) 

- rr p,q J = 1 - rr J, 

dara lugar a una f6rmula del tipo (2.1), la cual denominaremos de 

"tipo-interpolatorio" en /\. Es facil comprobar el siguiente 
- p,q 

Teorema 1 

La f6rmula (2.1) tiene dominio de validez /\. si y s6lo si es de 
-p,q 

"tipo-interpolatorio" en dicho subespacio. 

Observese, que no se ha hecho ninguna hip6tesis sobre los nodes 

{< < n>}n , salvo que sean distintos y distribuidos sobre el circulo unidad 
J J=l 

r . Veamos c6mo se pueden determinar estos, a efectos que (1.1) alcance el 

"maximo dominio de validez" /\. 
- (n-1),n-1 

A tal prop6sito, si {f (z)} 
n 

• representa la sucesi6n de polinomios de Szego respecto drp y {f (z)} 
n 

la 

sucesi6n reciproca (vease (5)), conviene precisar las siguientes 

observaciones: 

1) Los ceros de f (z) se encuentran todos en el interior del cfrculo unidad 
n 

I z I < l ( V ease ( 6]); l uego estos no se pueden tomar como nodos en ( 1.1). 

2) Al ser /\. , el "maximo dominio de validez" (es decir, no pueden 
-(n-1),n-1 

existir f6rmulas (1.2) exactas en /\. 6 
-n,n-1 

disponemos de 2n-1 condiciones para determinar 

/\. . 
-(n-1),n' 

((5), p. 135), 

los 2n para.metros {l;<n» 
J 

{ "' (n)} (2 1) y l\J en . . Esta trae como consecuencia que debamos manejar, en 

realidad, familias uniparametricas de formulas (2. 1), con "maxima dominio de 

validez". 

Estas observaciones motivan la necesidad de acudir al concepto de 

"para-ortogonalidad" introducido por Jones et al. en [S]. Asi, una sucesi6n 

de polinomios {X n} se dira "para-ortogonal" con repecto a di/I si para cada 

n2:0; X n (z) es un polinomio de gr ado n que satisf ace 

<X , l> -:t: 0 ; <X ,zm> = O; l s m sn-1 ; <X ,zn> -:t: 0 
n n n 
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Otra propiedad interesante que manejaremos posteriormente es la 

siguiente. Si k e C, k*O, entonces el polinomio X(z) se dice k-invariante si 

• X (z) = k X(x); \Jz E C 

y una sucesi6n de polinomios {X (z)} se dira k -invariante (k *0) si X (z) 
n n n n 

es k -invariante para cada n. 
n 

Claramente, la sucesi6n de polinomios de Szego, no puede ser 

"par a-ortogonal"; por otra parte, ya que 1rnCO)I * 1 ([6]) se puede ver que 

f ( z) tampoco es 
n 

k-invariante para k e C; k * 0 y n ~ 0. 

• Con todo, a partir de f (z) 
n 

y f (z) 
n 

podemos obtener sucesiones 

para-ortogonales y k -invariantes, sin mas que considerar funciones de la 
n 

forma 

• 
B (z;w ) = f (z) + w f (z) w E C; w *O 

n n n nn n n 

como puede comprobarse de inmediato. 

La importancia de am bas def iniciones queda reflejada en el siguiente 

teorema: 

Teorema 2 
n 

Una f6rmula de cuadratura I {f} sob re r. 
n 

alcanza el "maximo dominio de validez" si y s6lo si: 

i) I {f} 
n 

es de tipo interpolatorio en A • 
-p,q 

siendo p y q enteros no 

negativos arbitrarios satisfaciendo p+q = n-1. 
n 

ii) N (z) 
n 

n (z-<(n)) es para-ortogonal y k -invariante. 
J = 1 J n 

Demostraci6n. 

"~" 

i) Es trivial. 

ii) Veamos, en primer lugar, que N (z) es k -invariante, para k e r. En 
n n n 

ef ecto: 
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• N (z) 
n 

Por otro lado, para 

consiguiente <N ,zm) r n 
-n 

cuadratura. Rest a probar que 

Supongamos que <N , l> 
n 

1 ~ ~ n-1, -m N (z) A- (n-1),n- l' m z e por 
n 

N (e1a)(e-1ma)dt/J(0) 
n 

0 por la f6rmula de 

<N , l> :F. 0 y <N ,zn) ';/:. 0 . 
n n 

0, se tendra entonces que 

lt/l(Nn) = ln{Nn} 

y la f6rmula (2. 1) seria valida en A-<n-ll,n (contradicci6n) . De igual modo 

ha de ser <N ,zn) :F. 0. 
n 

"~" 

Sea N (z) un polinomio de grado n "para-ortogonal" y k -invariante. 
n n 

Sean <<<n» las raices del mismo, las cuales (vease [5], p. 131), seran 
J 

distintas y contenidas sobre r. Fijemos p y q enteros no negatives tal que 

p+q = n-1 y consideremos los polinomios de Laurent LCpl(z) e A ; j = 
J - p,q 

1,2, ... ,n y satisfaciendo L~pl(<~nl) = ~IJ (Vease [7]) 

Esto nos permite construir una f 6rmula del tipo (2.1) mediante 
n 

I {f} = \ ;\.<n>r(en». donde ;\.<n> 
n j~l J J J 

I (L <p» 

"' J 

Sea L e A- Cn- l),n-l y definamos: 
n 

R(z) = L(z) - L u«n» L(p)(z) 
J = 1 J J 

entonces R e A y RU:
1
<n» = O; j = 1,2, ... n; existira por tanto un - (n-1),n+l 

polinomio S(z) e TT n-z tal que 

S(z)N (z) 
R(z) = ___ n __ 

n-1 
z 

Por la para-ortogonalidad de N n (z) se tiene que lt/l(R) 

consiguiente 

60 

0 y por 

I {L} 
n 
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n 

Comprobemos ahora que la formula I {f} 
n 

\ (n) (n) L A fU;; ) no depende de 
J = 1 J J 

la elecci6n del entero p. Sean pues p y p' enteros no negativos con P*P'. 

Para fijar ideas, supongamos p'>p; es decir p' = p+r, con l:Sr:Sn-1. 

Hagamos V (z) = x-p N (z), entonces se sabe que ([7]): 
n n 

Tomando V (z) 
n 

L Cpl(z) 
J 

Deseamos probar que ;\ Cnl 
J 

Para ello hagamos 

z 

-r 
z 

V (z) 
n 

( z-i;;Cnl) V, (i;;'nl) 
J n J 

V (z) entonces 
n 

V (z) 
n 

r - 1 
z 

(2.2) 

---- + ... + l. [ <~"' rMW r<nl z-..,, 
J J J 

(2.3) 

De (2.2), (2.3) y teniendo en cuenta la para-ortogonalidad de N (z) se 
n 

concluye lo deseado. 

Esta es la raz6n por la cual, en [S] se toma tan solo el caso 

particular p=O (q=n-1) y por tanto A 
-p,q 

A 
O,n-1 

rrn-1' es decir, el 

proceso de interpolaci6n en el Teorema 2, se lleva a cabo en el subespacio 

de los polinomios usuales de grado menor o igual a n-1 y no se consideran 

polinomios de Laurent . 

3. RELACION DE RECURRENCIA A TRES TERMINOS 

Como se ha visto en la secci6n 2, el polinomio nodal Nn (z) para una 

f6rmula de cuadratura del tipo (2.1) sobre el circulo unidad con "maximo 

dominio de validez", ha de ser para-ortogonal y k -invariante. Nuestro 
n 
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objetivo sera probar que dada una sucesi6n de polinomios con estas 

caracterfsticas satisface una relaci6n de recurrencia a tres terminos. Como 

consecuencia de [5] p. 130, el polinomio nodal N (z), admitira la siguiente 

expresi6n 

• N (z) = c (f (z) + w f (z)) 
n n n n n 

c ':/: 0 
n 

n 

Hagamos X (z) = A N (z), siendo A "" 0 arbitrario; obviamente X (z) 
n n n n n 

sera tambien para-ortognal, teniendose ademas 

• • • X (z) [A N (z)] X N (z) X k N (z) k' X (z), donde k' 
n n n n n n n n n n n 

Dada la arbitrariedad de A ; podemos elegir este parametro de modo que 
n 

k' 1; resultando: 
n 

• X (z) X (z) 
n n 

teniendo dicho polinomio X (z) los rnismos ceros que 
n 

tendremos 

• X (z) c'(f (z) + w' f (z)); c' "" 0 
n n n n n n 

por consiguiente: 

• 
X (z) c' (f. (z) + w' f (z)) 

n n n n n 

Comparando coef icientes, obtenemos: 

c' 
n 

c' w' luego w' 
n n n 

es decir, X (z) sera de la forma: 
n 

• 

lw'I n 

X (z) 
n 

N (z). 
n 

X (z) = c'f (z) + c' f (z) con c' "" O 
n n n n n n 

De nuevo, 

En lo que sigue, supondremos c' = A "" O; n = 0,1,.. . y consideramos la 
n 

sucesi6n de polinomios: 

p (z) 
k 

• ;\ f (z) + X f (z) 
k k 

(3.1) 

Estamos ahora en condiciones de enunciar el principal resultado de esta 

secci6n: 
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Teorema 3 

Sea {pk(z)} la sucesi6n dada por (3.1) de modo que Re(i\. pk(l)) *- 0, 

siendo i\. *- 0, entonces para k = 1,2, ... 

don de 

Q'.. 
k 

i\. s + x 
k+l 

i\. s + x 
k 

y 
Re(i\.µk+l) - Re(<\) Re(i\.µk) 

Re(i\.µk - 1) 

donde la sucesi6n {µk} viene dada por 

TC 

siendo S
0 

= J 
- TC 

Demostraci6n . 

dl/J(0) y s f (O); n = 1,2,. .. 
n n 

De las conocidas relaciones de recurrencia que satisfacen los 

polinomios de Szego y sus reciprocos, resulta facil comprobar que los 

polinomios pk (z) , p (z), 
k+l 

z Pk (z) y pk-l (z) son linealmente dependientes, 

por tanto podremos escribir: 

1,2, . .. (3.2) 

para z 
p (0) 

0 deducimos que pk+l (0) = a.k pk (0), luego a. = k+ 
1 

k pk(O) 

- . 
Pero de (3 .1) , pk(O) = i\. fk(z) + i\ fk(z) k = 1,2, ... 

• Ahora bien, al ser f k (z) m6nico, entonces f k (0) = 1, quedando 

p (0) = i\. s + x 
k k 

Ademas, pk (0) ~ 0, pues en caso contrario Sk = -i\./i\., es decir I Sk I 

contradiciendo la conocida propiedad de que 1 - I Sk j 2 ~ 0 . 

Por otra par te , comparando los coeficientes de los terminos de mayor 

grado en ambos miembros de la relaci6n (3.2), se obtiene: 

i\. + x s = f3 (i\. + ~ s ) 
k+l k k 

es decir 

63 

©
 D

el
 d

oc
um

en
to

, d
e 

lo
s a

ut
or

es
. D

ig
ita

liz
ac

ió
n 

re
al

iz
ad

a 
po

r U
LP

G
C

. B
ib

lio
te

ca
 U

ni
ve

rs
ita

ria
, 2

01
7



(3 = 
k 

A + A S 
k+l 

- - ---=a 

A + X S 
k 

k 
k = 1,2, . .. 

Finalmente, hacienda z en (3 .3) resultara 

p (1) 
k+l 

a + a ) p (1) + r p (1) 
k k k k k - 1 

Af (1) + X f (1) 2 Re(.:\ f (1)) ~ 0 
k k k 

(por hip6tesis); asf tendremos: 

Haciendo µk 

Re(Af (l) ) - 2 Re(a ) Re(Af (l)) 
k+l k k r k = ____ R_e_(_A._f __ (_l_l_l ____ _ 

k-1 

f k (1) y teniendo en cuenta [S], p. 120, 

µk = µk + Sk µ , con µ = f ( l l = 
k - 1 0 0 

Con esto queda completada . la prueba del Teorema. • 
Dado que los parametros ak tambien quedan definidos para k = 0, si 

tomamos p_
1 

= 0 vemos que la relaci6n (3.2) tambien sigue siendo valida para 

k = 0. 

Def inamos ahora para cualquier entero k, k 2: 0 la matriz tridiagonal 

J (z) 
k 

a +a z 
0 0 

1 

0 

0 

-
a +a z 

k k 

Computando el determinante de Jk (z), por la regla de Laplace obtenemos 

la siguiente relaci6n a tres terminos 

det I 1 (zl I = (a + ;x i det I 1 (zl I - z r det I 1 czi I 
k k k k-1 k k - 2 

si imponemos las condiciones iniciales det I J _
1 
(z) I = p 

0 
(z) y det I J _

2 
(z) I =O, 

entonces del Teorema 3 establecemos: 
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Corolario 

Para k = 0,1, ... ; p (z) 
k 

det I J (z) I. 
k-1 

anteriores para k = 0, k = -1. 

Introduzcamos ahora las matrices 

A 

B 
k 

k 

se cumple que 

(X 
0 

1 (X 
l 

l (X 
2 

0 

(X -r i 0 

(X -rz l 

0 

J (z) = A + z B 
k k k 

0 

0 

(X 
k- l 

con las condiciones iniciales 

(X 
k 

(X 
k 

11 

(3.3) 

k 0,1. .. 

, k 0,1... 

Dado que ak ~ O; k = 0,1, ... entonces det I Ak I ~ 0 y det I Bk I ~ 0 

De (3.3) si z ~ 0, entonces det I J (z) I 0 si y solo si 
k 

detlA-
1
k Bk+ z-

1 
II 0 (3.4) 

Por (3 .4) y el Corolario l, tenemos 

Corolario 2 

(n) (n) 
Sean <;

1 
,<;

2 
• • . . . los nodos de una formula de cuadratura sabre r con 

"maxima dominio de validez", entonces - :;;;<n>.l. 1 2 
"'1 • = .•.... 

son los autovalores de la matriz 
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A-
1 

B ; n = 1,2, ... 
n-1 n-1 

(3.5) 

Vemos pues que hemos reducido el problema de determinar los nodos de 

una formula de cuadratura a la estimaci6n de . los autovalores de las matrices 

especiales dada par la forma (3.5). 
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