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LA ENSENANZA DE LOS FRACTALES

Margarita Marin Rodriguez

“Enlos primeros dibujos de la
curva fractal habrd pocos in-
dicios que permitan conocerla
estructura matemdtica subya-
cente. (IAN MALCOM)”

TanMalcom es unpersonaje de
ficcidn, matematico moderno, mas
parecido por su atuendo aun can-
tante de rock que a la figura clasi-
ca caracteristica; su mundo irreal
es “Parque Jurasico”, novela/pe-
liculatan de modarecientemente,
en donde tiene uno de los papeles
protagonistas, lo que lleva a pre-
guntarnos:-;un matemético, con
su lenguaje, en una novela?, y
{como es eso?. Mirespuesta per-
sonal después de haber leido la
novela es: fractales y caos, por su
belleza y utilizacién préctica, han
conseguido popularizar las mate-
maticas mas que ninguna de sus
otras teorfas.
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Presursores de los fractales los
encontramos a finales del siglo
XIX con la aparicién de unos
“monstruos geométricos”, de pro-

" piedades sorprendentes, como cur-

vas de longitud infinita en una
regiénacotadadel plano(curvade
Koch), pero tendremos que espe-
raraladécadadelos setenta, yaen
plenosiglo XX, paraque un mate-
matico, Benoit Mandelbrot, conla
ayudaimprescindible de los orde-
nadores, divulgue estos entes los
bautice conel nombre de fractales
y, sobre todo, sea capaz de ver sus
aplicaciones précticas consisten-
tes en presentar modelos para ana-
lizary estudiar ciertos fendmenos
delanaturaleza. Surge la Geome-
tria fractal, o Geometria de la
Naturaleza, parcela de las mate-
maticas que todavia no tiene muy
claros sus limites reales.
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Fractal tipo Newton

Tampocoexiste unadefinicion
unénime para el ente fractal; po-
driamos caracterizarlos por su
forma de obtencidn, diciendo que
un fractal es el resultado final que
se obtiene de la iteracién infinita
de un proceso geométrico bien
especificado. Este proceso geomé-
trico suele ser de naturaleza muy
simple, mientras que el producto

£

final es de una gran complejidad,
de hecho, un fractal consta de
fragmentos geométricos de orien-
tacién y tamafio variables, perode
aspecto similar, resaltando en él
dos caracterfsticas: su dimensién
fraccionaria y su autosimilitud.

Cualquiera que haya visto un
fractal lo recordaré siempre, pues
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suelen ser de una belleza asom-
brosay cautivante. Estehechoyla
realidad de que para su descrip-
cién, construccién y exploracién
se requiere muy poca informa-
cién, me indujeron a pensar en la
posibilidad de introducir la teorfa
fractal en nuestras clases, con el
objetivo fundamental de provocar
enlos alumnos un cambio de acti-
tud haciala asignatura maldita. Si
nos decantamos por dicha opcién,
surgen inmediatamente las tipicas
preguntas: por qué su entrada en
las aulas, a qué niveles, qué obje-

tivos y contenidos concretos y -

como realizar la puesta a punto.
Las respuestas a las mismas son
las recogidas en este articulo y
narradas a continuacién.

Por qué su entrada en las au-
las?.-

Bajo mi punto de vista, razo-
nes didécticas fuertes que aconse-
jarian incluirlo dentro del bagaje
matemaético de los estudiantes son
las siguientes:

a) Los propios contenidos de la
teorfa fractal, que nos permiten
asistir al nacimiento de un nuevo
objetomateméticoy todas las con-
troversias que ello despierta, as{
como comprobar fehacientemente
que las mateméticas son un cuer-

OCTUBRE - 1994

pode conocimientos enevolucidn.

b) Los contenidos didécticos
que conlleva, ya que el grado de
motivacién y actitud positiva ha-
cia la matemdtica resultan alta-
mente favorecidos, permitiéndo-
nos, ademads, poner en practica
con nuestros alumnos un aprendi-
zaje por descubrimiento guiado.

¢) Sus implicaciones tecnol6-
gicas, usando un software ade-
cuado pararealizar unainvestiga-
cién en matemaéticas y comprobar
la eficacia del correo electrénico
en las relaciones entre estudiosos
del mismo tema.

(A quéniveles?.-

En cuanto a los niveles, si se-
guimos la sugerenciade Ortega y
Gasset: “Biisquese en el extranje-
ro informacion, pero no el mode-
lo”, obtenemos que en paises eu-
ropeos, como Dinamarca, forman
parte de los ultimos cursos de
Secundaria, y en EE.UU. se tra-
bajan en al Escuela Superior. Por
lo que podemos pensar la posibili-
dad de introducirlos en el dltimo
afio de E.S.O., Bachillerato y en
las Escuelas de Magisterio, yaque
en bastantes facultades de Mate-
méticas y Escuelas Superiores son
una asignatura més.
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Qué objetivos?.-

- Respecto a los objetivos a lo-
grar con los mismos, podemos
examinarlos desde dos vertientes:

Cognitiva:

. Desarrollar procesos propios
del pensamiento matemati-
co.

. Conocer la evolucién de los
objetos matemdticos.

. Analizar y sopesar las bases
de una nueva teorfa.

. Analizar las implicaciones

del uso del ordenader-en la

forma del trabajo matemati-
co.

. Adquirir los conocimientos
minimos paracomprenderla
teorfa de fractales y aplicar-
lo a la comprensién de la
lectura de cualquier articulo
sobre el temaenrevistas cien-
tificas.

. Desarrollar un vocabulario
adecuado al mismo.

Actitudinal:

. Desarrollar una actitud po-
sitivahacialas matematicas,
disfrutando con ellas.

. Favorecer el trabajo en pe-
quefio grupo.

. Favorecer la comunicacién
en pequefio y gran grupo.

. Favorecer en los alumnos la
confianza en sus propias ca-
pacidades para trabajar la
matemaética.

Qué contenidos?.-

Los contenidos matematicos
son muy elementales y algunos
nos sirven de repaso de conceptos
yaestudiados. Consideroimpres-
cindible el andlisis del término
fractal, qué significay qué objetos
matemadticos engloba, como que-
dan caracterizados por su dimen-
sién fraccionaria (dimensioén de
Hausdorff) y qué aplicaciones tie-
nenenladescripcién de lanatura-
leza. Igualmente haremos un bre-
verecorrido por su historia, desde
finales del XIX a nuestros dias
con los nombres més significati-
vos de lamisma. Estaexplicacion
conlleva ademds las nociones de
iteracion, sistemas dinamicosy el
conceptodenimero complejo, para
poder estudiar tres tipos de
fractales concretos: los de julia,
mandelbrot y newton.

Metodologia.-

La pregunta clave, en mi opi-
niodn, es “cémolo vamos ahacer”,
y como respuesta diremos que el
tratamiento de dichos contenidos
puederealizarse en dos partes con
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dos metodologias claramente di-
ferenciadas:

1* Contenidos tedricos previos
bésicos explicados en gran
grupo, siguiendo un apren-
dizaje significativo por re-
cepcion.

2* Investigaciény aplicacionde
dichos contenidos en el aula
deinforméticasiguiendouna
estructura de laboratorio y
provocando un aprendizaje
por descubrimiento guiado.

La investigacion y aplicacién
de los contenidos explicados se
realiza en el aula de informatica
con el programa FRACTINT v.
18.0; este 1ogical nos permite el
andlisis y estudio de fractales y
familias de los mismos, aunque
centraremos su analisis en los tres
ya nombrados, cldsicos a estas
alturas.

La estrategia didactica de en-
sefianza que proponemos en la
explicacion de la 1° parte es la
siguiente:

1. Motivacién al tema utili-

zandoel articulo “Cdmo des-
cubrilosfractales” de Benoit

OCTUBRE - 1994

Mandelbrot; lectura del mis-
mo en pequefios grupos y
puestaencomtinen gran gru-
po sobre una serie de pre-
guntas preparadas.

2. Explicacionen grangrupo
de los contenidos arriba ex-
presados por parte del profe-
SOf.

3. Trabajo en grupos con
ejemplares del libro “Les
Jfractals” para obtener la di-
mension fractal,

4. Puesta en comin y resu-
men de las ideas de esta
primera parte.

Y en el aula de informética
seguimos laestrategia correspon-
diente a un aula/taller tan bien
descrito por Alsina et al. (1988):

1. Introduccién al tema a tra-
tary medios tecnoldgicos con
los que trabajar, facilitdindo-
les un pequefio manual del
programa FRACTINT para
uso del equipo de trabajo,
que es obligatoriamente de 2
a 3 personas por ordenador.

2. Presentacion delasinvesti-
gaciones a realizar con el
FRACTINT, facilitadas en
unas fichas de trabajo, reco-
gida como modelo una de-
ellas al final del articulo.
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3. Discusién y contraste en
gran grupo sobre los distin-
tos descubrimientos realiza-
dos.

4. Aplicacién de lo aprendido
analizando por su cuenta los
fractales que les llamen la
atencidn en el programa.

Comounodelosobjetivos fun-
damentales con este tema es pro-
vocar un cambio de actitud en los
alumnos hacia las matematicas,
atrayéndoles a su estudio por la
belleza y misterio de estos entes,

- L
asf como la consecucion de su -

autoafirmacion en el estudio de
las mismas, muy facil de conse-
guir con el uso de este programa
abierto, creo que laevaluacién del
mismo deberia centrarse masenla
percepcién de este afiorado cam-
bio de actitud que en la adquisi-
cion real de los conceptos mate-
maticos.

Para finalizar, me gustaria in-
vitar a todos aquellos profesores
interesados en el tema y con posi-
bilidad de introducirlo en sus au-
las, a un intercambio, via correo
electrénico, sobre nuestros éxitos,
fracasos, anécdotas, etc., pues
estoy convencidade queestetema
puederesultarrevolucionario para
nuestros alumnos.
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programa FRACTINT donde ex-
plican con todo rigor matemadtico
las funciones y los métodos de
iteracién empleados para generar
fractales en el programa. El pro-
grama FRACTINT en la v. 18.0
puede conseguirse en el sistema
telemdtico CLAVIUS, Base de
Datos Educacional, en Madrid.
Tino. voz 91 -3112372 y modem
91 - 3112371.

ANEXO

.

MODELO DE FICHA DE
TALLER
FICHA DE TRABAJO:
FRACTAL TIPO JULIA

Descripcidn.-

Asillamados en honor al mate-
matico francés Gaston Julia que
los estudié a principios de siglo.

Conjunto de Julia de una
polinomial es la frontera del con-
junto de puntos que escapan al
infinito tras un nimero suficiente-
mente grande de iteraciones.

Esto significa que la 6rbita de
un punto del conjunto de JuliaNO
escapa a infinito, pero arbitraria-
mente cercade éste existen puntos
cuyas Orbitas si lo hacen.

OCTUBRE - 1994

Trabajamos siempre con la
funcion f(z) = 22 + C siendo tanto
z como C ndimeros complejos.
Podemos dibujar conjuntos de Ju-
lia para cualquier valor de C, aun-
que solo aquellos que cumplan
C < 2 ofrecen resultados intere-
santes.

Arranca el FRACTINT, elige
el tipo julia y selecciona todo por
defecto. Observa la figura que
obtienes, ponen marchael zoomy
analiza diversas partes de la mis-
ma.

EXPERIMENTA portu cuen-
ta:

a) Analiza con el FRACTINT
los gréficos obtenidos para los
siguientes valores de C:

C=-03-041i
C=-1+0i
C=036+0.11
C=-048-0.531
C=-08+04i
C=05+07
C=-15+0i1
C=1+11

b) Los mismos valores con el
tipo julia_inverse del FRAC-
TINT. Lo que saldrd ahora en
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pantalila es el auténtico julia sin
relleno como en el caso anterior.

Observa que en funcién del
parametro obtienes conjuntos de
Julia de una sola pieza (conexos)
odemultiples piezas (inconexos),
yaque,debidoalaautosemejanza
interna, si un conjunto de Juliano
es conexo, entonces estd formado
por infinitos fragmentos.

c¢)Grabaunadelasimigenesa
.GIF

d) Representa dicha imagen
grabada en 3D

e) Sidispones de unaimpreso-
ra, imprime esa imagen.

f) Realiza el tratamiento ade-
cuado de la imagen en .GIF para
poderlaincorporar aundocumen-
to en WordPerfect.

g) Compara tus experiencias
con otros entusiastas a través del
correo electrénico. Igualmente si
has obtenido unaimagen bonitay
novedosa con un pardmetro per-
sonal, enviala al sistema en un
upload para compartir con los
demis.
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