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Pinche sobre una formula para ampliarla. Vuelva a pinchar sobre ella para reducirla, o pinche manteniendo pulsada la tecla [shift]
para reducir todas las que permanezcan ampliadas.

...nos preguntaramos si habra un nimero menor que 2 que también sea estrictamente mayor que todos los nimeros
a, en nuestra “torre exponencial” de abril? ¢ Existira tal nimero?

[La solucion, en el proximo nimero]

...construyéramos una “torre exponencial”

2
a7

. . . 5 = ’ q o

de la siguiente manera? El primer nimero es «, =2 ; el segundo nimero es a, =+/2 ; el tercer numero es
iy

a; = J2 ; en general,

an
an+1 = \/5 .
¢ Cuan grandes se hacen estos nimeros a medida que 7 crece?

Para todo n, a, es estrictamente menor que 2.

Para entender esta respuesta, es bueno que comencemos por ver qué valores toman estos nimeros «a,. Una
calculadora nos lo puede decir aproximadamente:

=2
@ = a, =1,63253  a, =1,76084 a, =1.84091 a =189271 a,=1927
=1,41421

a; =1,95003  a; =1.96566  a, =1,97634 @, =1,98367 @, =198871 4. ~199219

a, =1,99459 a, =1.99625 a,=19974 a,=19982 a5, =1,99875 a,,=199913
Gy =1,9994 @y, =1,99958 @, =1,99971 a, =1,9998  ay =1,99986 a,, =1,9999

Uys =1,99993  ay =1,99995 @y, =1,99997  ay =1,99998  a,y =1,99999  aj, =1,99999

dyy =1,99999

De acuerdo con esta lista, los nimeros «, parecen crecer mas y mas lentamente, empezando con el valor V2, y
parecen aproximarse a 2. La calculadora ha sido muy util al darnos esta informacion. Pero ¢;cémo podemos estar

seguros de que los ¢, nunca llegan a 2 o lo sobrepasan? Ni la calculadora ni el ordenador mas poderoso nos van a dar
la respuesta, pues sin importar la cantidad de valores que comprobemos, siempre nos quedara un nimero infinito de



casos. Es necesario entonces que probemos matematicamente que a, <2 paratodo »=1,2,3,... Para ello usaremos
un método de prueba que se llama Principio de Induccién, y que dice lo siguiente:

Supongamos tener un enunciado que depende de un parametro » que toma todos los valores 1,2.3,... . En nuestro
caso, el enunciado es “a, <2 para todo »=1,23,." Llamemos P(n) a este enunciado. Si podemos probar la
veracidad de las siguientes dos afirmaciones:

1) P(1) secumple;

2) si P(n) se cumple, también P(n + 1) se cumple para cualquier #,

entonces el enunciado P(#) se cumple para todo n=1,2,3,...
Veamos que en nuestro caso estas dos afirmaciones son ciertas.
La afirmacién P(l) dice que a, <2. Esto es claramente cierto porque a, = \E

Supongamos ahora que para un # fijo indeterminado, a, <2. Tenemos que probar que también a,,, <2 .

a,
Recordemos que, por definicion, anH:\/E". Usando nuestra suposicion sobre «

2" <\2° =2.0 sea, a,., <2.

podemos decir que

n?

Como hemos comprobado que las dos afirmaciones son ciertas, el Principio de Induccién nos permite concluir que
a,<2paratodo n=1,273,....

Una pregunta muy natural es ¢por qué el Principio de Induccion es verdad? No me voy a meter en camisa de
demasiadas varas intentando dar una respuesta rigurosa. La puedes ver, con ejemplos y comentarios, en el articulo
http://mate.dm.uba.ar/~spuddu/inducc.pdf.

Una explicacion intuitiva de por qué este principio funciona es la siguiente: ;cémo podrias convencerte de que eres
capaz de subir las escaleras de un edificio de muchisimos pisos? Pues podrias decirte que puedes subir al primer piso,
y que desde cada uno de los pisos puedes subir al siguiente.

Por cierto, esta analogia se puede aplicar a nuestra “torre exponencial’, que podemos pensar como un edificio
infinitamente alto, donde cada nueva potencia es otro piso.

Podriamos terminar aqui con la torre, pero como dicen que los matematicos no sabemos parar, aqui os dejo con el
préoximo ¢;Qué pasaria si ...? que habéis visto al tope de esta pagina: ¢habra un nimero menor que 2 que también sea
estrictamente mayor que todos los niumeros «,,... Ya veremos qué pasa...
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