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ALGUNAS PROPIEDADES DE CURVATURA DE VARIEDADES LOCALMENTE CONFORME
CO-KAHLER
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ABSTRACT

Curvature properties of locally conformal co-Kdhler manifolds are
investigated.
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INTRODUCCION

Una variedad casi hermitica M™ es llamada localmente conforme Kahler si
su métrica estd conformemente relacionada con una métrica K&hler en algin
entorno de cada punto de M®™. Tales variedades y ejemplos de las mismas han
sido estudiadas por varios autores (ver (1), (2), (3), (4) y (5)).

En (3), Vaisman estudia la influencia de ciertas relaciones de curvatura
(ver (6)) en la geometria de las variedades localmente conforme K#hler y
describe la distribucién Kdhler nullity en dichas variedades.

1 " 5 3
es una variedad diferenciable con una estructura

Por otra parte, si Mzm
casi contacto métrica (¢,§,m,g), un cambio conforme de la métrica g da una
métrica la cual, en general, no es compatible con la estructura casi contacto
(p,€,m). Esto puede ser corregido con un conveniente cambio de £ y n el cual
no implica restricciones fuertes. Tal definicibn es dada por Vaisman en (7).
Posteriormente, y como continuacién del trabajo de Vaisman, en (8), (9) y (10)
los autores profundizan en el estudio de los cambios conformes sobre
variedades casi contacto.

El proposito de este trabajo es estudiar algunos aspectos de la curvatura
de variedades localmente conforme co-K#hler. En la seccién 1, damos algunos

resultados sobre variedades casi hermiticas y casi contacto métricas. En la

secciéon 2, se define y se estudia la distribucién co-Kéhler nullity sobre una
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variedad localmente conforme K#hler (ver teorema 2.1). Esta distribucién juega
el mismo papel, en cierto sentido y en el contexto de las variedades casi
contacto métricas, que la distribucién Ké&hler nullity en el contexto de las
variedades casi hermiticas (ver proposiciones 2.1 y 2.2). Finalmente, en la
secciébn 3, estudiamos la influencia de ciertas relaciones de curvatura sobre
una variedad localmente conforme co-K#hler. Particularmente probamos que, bajo
algunas condiciones, estas relaciones pueden caracterizar a las variedades

co-K&hler en la clase de las variedades localmente conforme co-Ké&hler.

PRELIMINARES

Sea V wuna variedad diferenciable casi hermitica con métrica h y
estructura casi compleja J. Para cada x de V, se llama espacio Kdhler nullity
en el punto x al subespacio del espacio tangente a V en x, TxV, dado por

K(x) = {ueTxV / (VJ)v = 0, para todo v de T V }
donde V es la conexién de Levi-Civita de h.

En cada subconjunto abierto de V en el cual la dimensién de K(x) sea
constante la aplicacién x——K(x) define una distribucién que se denomina
distribucién K&hler nullity.

Denotamos por X¥(V) el &4lgebra de Lie de los campos de vectores sobre V.
La forma de Kihler Q es dada por QX,Y)=h(X,JY) y la forma de Lee es la
1-forma 6 definida por 6(X) = 1/(n-1) &8Q(JX), donde & es el operador
coderivada, dimV = 2n y X,YeX(V). La variedad V se dice K#hler si dQ = 0 y NJ
= 0 y localmente conforme K&hler si dQ = 6AQ y N_, = 0, siendo N, el tensor de
Nijenhuis de J.

Por otra parte, sea M una variedad casi contacto métrica con métrica g y
estructura casi contacto (p,€,n). Entonces, tenemos

' o = -1+ me€, E) =1
gleX,pY) = g(X,Y) - n(X)n(Y)
para X,YeX(M), donde I denota la transformacién identidad. La 2-forma
fundamental & de la variedad casi contacto métrica (M,¢,£,n,g8) es definida por
®(X,Y) = g(X,pY) y la forma de Lee es dada por w(X) = (VEO)(E,w)() + &1/2n n(X)
para X,YeX(M). Al campo de vectores B metricamente equivalente a w se le
denomina campo de Lee de M.

Una estructura casi contacto métrica (p,€,m,8) sobre M se dice co-Kahler
si la estructura casi hermitica (J,h) sobre MxR definida por

(1.1) )X, a dszdt) = (pX - ag, n(X) d/dt)

(1.2) h((X, a dzdt),(Y, b dsdt)) = g(X,Y) + ab
para X,YeX¥(M) y a, b funciones diferenciables sobre MxR, es Ki#hler. Si Nv

denota el tensor de Nijenhuis de ¢ y ® la 2-forma fundamental de la estructura
262

realizada por ULPGC. Biblioteca Universitaria, 2017

El
B
]
g
<
H
2
3
S
H
5
£
5
g
<
]
o



(p,€,m,8), la anterior condicién es equivalente a que d® = 0, dn = O y Nw +
2dne€ = 0.

Una estructura casi contacto métrica (@,£,n,g8) sobre M se dice localmente
conforme co-K#hler (l.c.c-K.) si para cada x de M existe un entorno abierto U
de x y una funcién diferenciable o sobre U real tal que la estructura (g,
e'oﬁ, ecn, ewg) es co-Kihler. En (9), se prueba que (¢,€,n,8) es l.c.c-K. si
y solo si

(1.3) d® = -20Aw, dn = nAw, N’ =0, dw=0
siendo w la forma de Lee de M, 6 equivalentamente si

(1.4) (VXP)Y = w(Y)pX - wlpY)X + &(X,Y)B - g(X,Y)¢B, dw =0
para X,YeX(M).

Una variedad (M,p,§,n,8) l.c.c-K. de dimensién mayor o igual que cinco
con forma de Lee w tal que w(¢pX) = O para todo X de X(M), se dice de clase C5

(para més detalle ver (8)).

LA DISTRIBUCION CO-KAHLER NULLITY EN UNA VARIEDAD LOCALMENTE CONFORME
CO-KAHLER

Sea (M,p,€,m,g) una variedad casi contacto métrica. Definimos, para cada
m de M, el subespacio C(m) del espacio tangente a M en el punto m dado por

(2.1) C(m) ={ ueT M/ (V plv =0 VveT M },
donde V es la conexién de Levi-Civita de la métrica g. Al subespacio C(m) le
llamaremos el espacio "co-K#hler nullity" en el punto m. En cada subconjunto
abierto de M en el cual la dimensién de C(m) sea constante, la aplicacién
m——C(m) define una distribucién que denominaremos distribucién "co-K&hler
nullity”.

Consideremos en MxR la estructura casi hermitica (J, h) dada por (1.1) y
(1.2). Entonces, si para cada m de M y t de R, K(m,t) denota el espacio K#hler
nullity en (m,t), no es diffcil probar que
Proposicién 2.1:

i) dim K(m,t) = dim C(m) + 1.

it) St U es un subconjunto abierto de M en el cual la dimensién de C(m)
es constante, entonces C es completamente integrable en U si y solo si K es
completamente integrable en UxR.

Reciprocamente, sea (V,J,h) una variedad casi hermitica y consideramos en
MxR la estructura casi contacto métrica (¢,§,n,g) dada por

e(X, adsdt) = (JX, 0), & = (0, dzdt), (X, ad/dt) = a
g((X, adsdt),(Y, bdsdt)) = h(X,Y) + ab
donde X, Y son campos de vectores sobre V y a, b funciones diferenciables

sobre VxR. 263
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Entonces, si K(x) es el espacio K#hler nullity en un punto x de V, se
tiene
Proposicién 2.2:

i) Para todo teR

dim C(x,t) = dim K(x) + 1.

ii) Si U es un subconjunto abierto de V en el cual la dimensién de K(x)
es constante, entonces K es completamente integrable en U si y solo si C es
completamente integrable en UxR.

En (3), el autor determina completamente la distribucién K#hler nullity
en una variedad l.c.K.. Aquf, nosotros describiremos los subespacios co-Ké&hler
nullity en una variedad l.c.c-K..

Sea (M,9,€,mn,g) una variedad l.c.c-K. de dimensién 2n+l, w y B la 1-forma
y el campo de Lee de M, respectivamente, y ¢ la 2-forma fundamental de la
estructura (¢,€,n,g). Entonces de (1.4) se sigue que

(2.2) y(X,Y) = w((wa)Y)
es una 2-forma exterior sobre M y satisface

(2.3) ¢ = lwl® - 2(wre),
donde 6 = wogp.

Para cada m de M, denotamos por Ann ¥(m) al espacio anulador de y(m),
esto es, el subespacio de TmM dado por

Ann y(m) = {XeTmM / ¢(m)(X,Y) = 0 VYeTmM}.

Se tiene entonces,

Teorema 2.1:

Para todo m de M, C(m) estd contenido en el anulador de y(m). Ademds, se
tiene la igualdad excepto en el caso de que w Oy wm(€m) = 0. De forma mds
precisa:

i) St heate 0, entonces C(m) = TmM = Ann ¥(m).

it) St w * 0y um(ﬁm) = 0, entonces C(m) es 2-dimensional y estd
generado por Bm y QmBm y Ann y(m) es 3-dimensional y estd generado por Bm,
o B YE.

tit) En cualquier otro caso C(m) = Ann ¥(m) es 1-dimensional y estd
generado por Bm.

Demostracién:

Para cada m de M, sabemos que dim Ann ¢(m) = dim TmM - rango y(m).

De (1.4) se tiene que VBw = 0. Est4 claro por (2.2) que C(m) € Ann ¥(m)
y, si " 0, es obvio de (1.4) y (2.2) que C(m) = Ann Y(m) = TmM.

Supongamos entonces en lo que sigue W e 0. Puesto que rango y(m) =
2(n-1) (ya que de ser rango wm < 2(n-1) implicaria de (2.3) que rango Qm < 2n
lo que es absurdo), se deduce que dim Anny(m) es 1 6 3. Es mds, por (2.3), se
tiene que 264

realizada por ULPGC. Biblioteca Universitaria, 2017

© Del documento, de los autores. Digitals



(24) <B >SS Anny(m)S<B,p B, & >

m m m m m
donde < , > indica subespacio generado. En efecto, si ueAnn y(m) entonces

2

-Ilwmll gm(wmu. v) + gm(wm(u)mem, v) + gm(wm(wmu)Bm.v) =0
para todo veTmM. es decir
- 2 2
pu = wm(u)/llwmll mem + wm(wmu)/llwmll Bm

y asf

w (u)n (B )
m m

(25 u=w (Wlo 1’B -0 (¢ u)/llw n? ¢B -(2 - 7n (u)§ .
m m m m m m m m m m

ot

Si wm(Em) = 0, entonces por (2.3) Bm, mem y €meAnn wm y en consecuencia
el Ann wm es 3-dimensional y estd generado por Bm. ¢m8m y &m. Por otra parte,
de (1.4), se deduce que vameC(m). Ademés, si ueC(m), ya que (Vw)m(u.Em) = 0,
se sigue también de (1.4), que nm(u) = 0. Asi, usando (2.5), C(m) es
2-dimensional y estd generado por Bm y mem lo que prueba ii).

Finalmente, supongamos wm(Em) # 0. Entonces, si u€Ann wm se tiene que
wm(u, €m) = 0 con lo que, por (2.3), wm(vmu) = 0, y asi, usando (2.5)

<B >SS Ann y(m) S<B , § >
m m m
Por consiguiente, Ann ¢m = C(m), siendo ambos subespacios l-dimensionales

generados por Bm. [ ]

LAS RELACIONES Kw-CURVA'IURA EN UNA VARIEDAD LOCALMENTE CONFORME
CO-KAHLER

Sea (V,J,h) una variedad casi hermitica y R el operador curvatura de
Riemann de tipo (0,4) sobre V dado por

(3.1) RKX,Y,ZW) = -h(VxVYZ - vaXz - V(x.Y]Z. w)
para X,Y,Z,WeX(V).

Se dice que (V,J,h) satisface la identidad Kl—curvatura, i = 123, si
(ver (6)):

KI:R(X,Y,Z,W) = R(X,Y,JZ,JW)
KZ:R(X.Y.Z.W) - RUX,JY,Z,W) - RUJX,Y,JZ,W) - RJX,Y,Z,JW) = O
KJ:R(X,Y.Z.W) = RUJX,JY,JZ,IW).

No es dificil comprobar que l(1 » K2 » Ka y que las variedades Ké&hlerianas
satisfacen las tres identidades.

Sea ahora (M,¢,£,m,g2) una variedad casi contacto métrica. Se dice que M
satisface la identidad Kw—curvatura i =123, siy solo si

KW:R(X,Y.Z.W) R(X,Y,9Z,pW)

]

Kw:R(X,Y,Z,W) R(pX,9pY,Z,W) - R(pX,Y,9Z,W) - R(pX,Y,Z,pW) = O

R(pX,pY,9Z,0oW),

K_ :R(X,Y,Z,W)
3p

para X,Y,Z,WeX(M). s
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Si consideramos en MxR la estructura casi hermftica (J,h) dada por (1.1)
y (1.2) entonces,
Proposicién 3.1 (11):

M satisface la identidad Km-curvatura (i=1,2,3) st y solo si MxR
satisface la identidad Kl—curvatura (i=1,2,3).

En consecuencia Kw-» Kw-v K” y las variedades co-K#hlerianas satisf acgn
las tres identidades.

En (3), Vaisman estudia la influencia de las identidades Ki—curvatura en
la geometria de las variedades l.c.Kihler. A continuacién, obtenemos
condiciones bajo las cuales una variedad l.c.c-K. satisfaciendo la identidad
Kw—curvatura (i=1,2,3) es co-K#hler. Previamente, nosotros damos algunos
resultados que utilizaremos posteriormente.

Sea (M,g) una variedad de Riemann y consideremos sobre M la métrica g’
resultante al aplicar un cambio conforme sobre la métrica g, esto es, g’ =
e”g. siendo o:M——R una funcién diferenciable sobre M.

Denotamos por R’ el tensor curvatura asociado a la métrica g’, por w =
do, por B el campo de vectores sobre M definido por w(X) = g(X,B) y por L“ el
tensor simétrico de tipo (0,2) sobre M dado por

(3.2) Lw(X,Y) = (qu)Y - w(X(Y) = g(VxB,Y) - W(X)w(Y)
para todo X, Y de X(M).

Entonces,

Proposicién 3.2 (12):

(3.3) eRX,Y,ZW) = RIXY.ZW) - {L (X,Z)g(Y.W) - L“(Y,Z)g(x,W)

+ L (Y. WIE(X,Z) - L (XWIEY,Z)} + Nah® {g(Y,Z)g(X, W) - §(X,Z)g(Y, W)}
para todo X, Y, Z, W de X(M).

Supongamos ahora que (M,p,§,7,8) es una variedad l.c.c-K. y que w es su
forma de Lee. Entonces de la proposicién anterior y del hecho de que una
variedad co-K#hler satisface la condicién K:, se obtiene

Corolario 3.1:
(3.4) R(X,Y,ZW) - R(X,Y,pZ,oW) = {Lu( X,Z)g(Y, W) - L“(X.pz)g(Y.QW)
- LU(Y,QZ)g(X,QW) + LU(Y.W)g( X,z) - Lu(YmW)g(X,vZ) -
- L(X,W)E(Y.Z) + L (X.oW)g(Y,92)} + Nul® { g(X,Z)g(Y, W)
- g(X,W)g(Y,Z) - g(X,0Z)g(Y,oW) + g(X,oW)g(Y,9Z)}
para X,Y,Z,WeX(M).
Seguidamente, tal y como anunciabamos anteriormente, estudiamos las
relaciones de curvatura Kw i=1,2,3 sobre una variedad l.c.c-K..

Sea (M,p,€,n,2) una variedad l.c.c-K. de dimensién mayor &6 igual que

cinco con campo de Lee B y divB la divergencia de B. Entonces, se tiene
266
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Teorema 3.1:

St M satisface la condicién KIO y es compacta, la variedad es co- K&hler.
Si la compacidad es reemplazada por la condicién div B 20 entonces la variedad
es también co-Ké&hler.
Demostracién:

Utilizando (3.4) se deduce:

{LU(X.Z)g(Y.W) - LY, Z)g(X,W) + L (Y,W)g(X,2) - L (X,Wi(Y,2) -
- L (#X.2)g(pY, W) + Lw(an.Z)g(pX.W) - L (9Y,WiglpX,2) + LJ«pX,W)g(wY.Z)}

+ 1on? {g(eY,Z)g(eX, W) - glpX,Z)glpY, W) - g(Y,2)g(X,W) + g(X,Z)g(Y,W)} = 0

para X,Y,Z,WeX(M), donde w es la forma de Lee de M.
Considerando una base local de campos de vectores y pasando a coordenadas

la anterior expresién, se obtiene:

r s
{(Lw)nzgu - (Lw)p‘u - (Lw)"gl * (Lu)_ugn: ¥ 'l’j(l’u)rkgn

r.s r. s r s
* ’j’l("u)rug-l L ']’I(Lu)ll'rk - 'l'j(LU)nl‘rk} .

2 r.s rs
+ dot” { PP By " PPELE, T BLE, * 3“8”} =il

Contrayendo con g“gf“ resulta:

{an ) 8" - el g + olgL) " ¢ el g -
- ,:p:(l.u)ug‘" b+ lulz{gip‘: - 9‘:p: + 2n(2n+1)} = O.
Se puede suponer que la base local de campos de vectores es una g¢-base, y
as{ resulta
(4n) z)E'l(L ) - 22§ (L) +4n1n® =0
o wn o @n
con lo que

(4n - 2)(div B - nwt?) + 2L )EE) + an®nun’ = 0,
es decir,
(3.5) (2n - 1)(div B - Nwk?) + (L )EE) + 2n%1on? = o.
Por otra parte, de (3.4) y ya que R(X,§,X,§) = O para X ortogonal a §, se
sigue que R
(L EE) = ~((L )X,X) + Not?)

para todo X ortogonal a § y unitario. De aquf,

(L)€ = ~divB/(2n-1) - non?
267
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con lo cual, de (3.5) y por ser nz2,

(3.6) 2divB + (2n-Dllwl® = 0.

Por tanto, si M es compacta, ya que J'MdivB = 0, se tiene integrando la
expresién (3.6) que llwll = O es decir, w = 0 y la variedad es co-K#hler.

Si divB = 0, de (3.6) se deduce directamente que w = O, es decir, la
variedad M es ta:ﬂbién co-Kéhler.m

En lo que se refiere a las condiciones de curvatura KW y KW' probamos
el siguiente resultado.
Teorema 3.2:

M es de clase C5 si y solo si satisface la condicién de curvatura sz 6
K3¢ para campos de vectores ortogonales a § y ( LB¢)X estd en la direccién de §
para todo X campo de vectores ortogonal a §.
Demostracién:

Si M es de clase Cs' entonces, de (1.4), (3.2) y ya que w = 3n/2n, se
tiene que

@7 L (XY) = -(&n/2n)°g(X,Y) + n(X)n(Y)§(8n/2n).

Asi, de (3.4), se prueba que M satisface la condicién de curvatura Kw y
KW para campos de vectores ortogonales a £.

Sea XeX¥(M). Usando el teorema 2.1 y al ser B = 8n/2n £ se deduce que

(l.Bw)X = dn/2n (vaf + ¢VXE)

con lo que, de (1.4), (LB¢)X = 0.

Queda demostrada entonces la implicacién directa del teorema.

Reciprocamente, supongamos que M es una variedad l.c.c-K. que satisface
RipX,pY,pZ,pW) = R(X,Y,Z,W) para X, Y, Z, W ortogonales a §. Razonando como en
el teorema 3.1 se deduce que

(3.8) Pw(x,Z)g(Y.W) S PU(Y,Z)g(X,W) + Pw(Y,W)g(X,Z) = Pw(X,W)g(Y.Z) =0
para X, Y, Z, W ortogonales a §, donde w es la forma de Lee de M y Pw es el
tensor de tipo (0,2) definido por
Pw(X,Y) = Lw(X,Y) = Lw(q:X,q:Y).
Pasando a coordenadas la expresién (3.8) se tiene

(Pw)lkgjl 5 (Pw)mgn N (Pw)ngm g (Pw)llgjk gk

Contrayendo primero con g“‘ y despues con g‘" se obtiene de la expresién
anterior que (n-1) (Pw)" = 0 de lo que se deduce, por ser dimM = 5, que Pw =
0, es decir, Lw(X,Y) = Lw(qJX,qu) para X,Y ortogonales a £. Usando este
resultado y (3.2) se sigue que

(3.9) g(VxB,Y) - g(VWXB,wY) - (w(X)w(Y) - 8(X)e(Y)) = O
donde 8 = weg. Ahora, puesto que VB«: = 0 (ver teorema 2.1) se tiene

Vq’xB = w(VBX) - [B,gX].

Utilizando esta relacién en (3.9) resulta
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(3.10) g([B,¢X] - ¢[B,X], ¢Y) - (0(X)w(Y) - 6(X)8(Y)) = O
para X,Y ortogonales a §. Asi, al estar (LBgo)X en la direcciéon de £ para todo
X ortogonal a & se deduce de (3.10) que w(X)w(Y) = 6(X)e(Y) para X, Y
ortogonales a &, es decir 8 = 0, con lo que M es de clase Cs"

Observacion:

En el teorema 2.1 se prob6é que en los puntos donde B # O y n(B) = 0, el
subespacio C(m) es 2-dimensional y estd generado por B y ¢B. Observese
entonces que si M satisface la condicién sz 6 K3¢ para campos de vectores
ortogonales a £ y n(B) = O, tomando en (3.10) X = B se sigue

(3.1)  g(IB,pBl,pY) = ol w(Y)
para Y ortogonal a £. Puesto que de (1.3) se deduce que n([B,¢B]) = 0,
obtenemos de (3.11) que [B,pB] = Ilwllzq)B. Por consiguiente, si w # O en todo
punto la  distribucién  co-Kihler nullity m——C(m) es completamente
integrable.m

Del teorema anterior se sigue
Corolario 3.1:

Si M satisface la identidad de curvatura KW é K”, (LBw)X estd en la
direccién de & para todo X campo de vectores ortogonal a £ y wmw(B) es
constante entonces M es co-Ké&hler.

Demostracion:

En las hipotesis del corolario y usando el teorema 3.2 se deduce que M es
de clase Cs' Por tanto, si n(B) es constante, al ser w = 8n/2n n, se sigue que
81/2n = -a constante. Asi, de (3.4) y (3.7) se tiene que R(X,£,X,§) = -a? para
X ortogonal a £ v unitario. Por consiguiente, si M satisface la identidad de
curvatura KZ’P 6 K3¢ entonces a = 0, es decir w = 0, y M es co-Kdhler.m

También es cierto
Proposicién 3.3:

Si B y & son ortogonales, M satisface la condicidén KW é KCKP para campos
de vectores ortogonales a € y las curvas integrales de B y ¢B son geodésicas
entonces M es co-Ké&hler.

Demostracién:
De (3.11) resulta

(3.12)  gUgpB - V B, oY) = o w(Y)

¢B
para Y ortogonal a £.

Puesto que VBq) =V _¢ = 0 (ver teorema 2.!), (3.i2) se transforma en

¢B
2

(3.13) g((o(VBB - V¢B«>B). eY) = lwl w(Y)

Usando que las curvas integrales de B y ¢B son geodésicas se deduce que

w(Y) = O para Y ortogonal a £ y asi, ya que w(§) = 0, M es co-Kihler.m
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