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LA DIDACTICA DE (A MATEMAT ICA DE HOY,
APORTACIONES AL ESTUDIO DE SUS PROBLEMAS

Lucianq Ferndndez Rueda
Colegio "Mlanuel Peleteino”

Santiago de Compostela

A MODO DE INTRODUCCION

La Matemtica de loszachilleratos pasados,antes de las "reformas
bourbakistas",no solfa tener huena acogida por parte de los alumnos:el
progresivo adiestramiento en la exigencia del rigor demostrativo les re.
sultaba penoso,quizas excesivamente abstracto y,desde luego,ajeno a su
mundo de interés. Por otro lado,en ésas édades en que se cursa el Bachi
llerato predomina la tendencia a la accibn y a la fantasia,poco en con-
sonancia con la atencién continuada e imprescindible para iniciar una
metodologia légico—deductiva que,en esencia,constituye el aprendizaje
matematico.

Ahora,podemos asegurar que el rechazo escolar hacia la Matemdtica
es muchisimo mayor. Y se dehe,entre otras cosas relativas a la planifi-
cacién de los estudios medios,al caricter formal de la mal 1lamada Mate
matica Moderna,cuyo espiritu domina los programas desde la escuela ele-
mental. El grado de ahstraccidn se ha acentuado,la gufa intuitiva ha de
sapare01do sin tener en cuenta el desinterds escolar por tanto purismo.

La casi supresién de la Geometria en el sentido euclidiano,como

paso intermedio entre la intuicién y el razonamiento légico,ha sido,a

nuestro parecer,desde un punto de vista dldactlco 4n verdadero desac1er

to. De este modo,y salvo para una minoria reduc1d151ma de alumnos hien
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dotados para el razonamiento ahstracfo;los demis,la inmensa mayorfa,po-
dfian preguntarse,no sin razén::para qué tenemos que esforzarnos en el
estudio de Algo tan vacfo de contenido real? Y,sin embargo,tal vez por
el brestigio,casi supersticiosso,de que goza la Matemética como disci-
plina imporfante;acatan su imposicién y,resignadamente,admiten su yugo.

Debiéramos meditar sobre tal rechazo y considerar que la Matemdti

-ca,tal como se presenta hoy a los alumnos,no es mas que una sintesis

ébstracta,unas formalizaciones elaborad{simas sin motivacidn aparente
que,al carecer de aplicaciones inmediatas dentro de su mundo real,no en
cierran los atractivos de libre creacidn,culturales o emocionales im-
prescindibles para‘provocar el interés escolar. Es mas,para el hombre
de la calle-y'el Bachillerato forma hombres de la calle,no futuros mate
maticos-esta versidén de la Matemitica carece de un inmediato interés.In
tluso,al futuro cientifico e investigador le perjudica en lugar de bene
ficiarle,ya que prescinde;por ¢emplo,de los poderosos recursos de la
intuicién geométrica,que constituyen fecundas directrices del pensamien

to abstracto.

IMPORTANCIA DIDACTICA DE LA GEOMETRIA ELEMENTAL

En un célebre coloduio celebrado en 1959,con el tema "Las Matemé-
ticas nuevas“,el profesor Dieudonné,del grupo Bourbaki,lanzé como bande
ra el demoledor grito de [ Abajo Euclides,muera el tnidngulo! Fuera por
que el prestigio de Dieudonné era,y es,innegable,o porque tales expre-
siones tienen garra por su vigor,esta diatriva ha prevalecido hasta aho
ra,oculfando su exposicién en defensa de una Geometrfa actualizada. Tal
vez sea esto el fundamento del implacable ataque que,desde entonces,ha
sufrido la ensefianza de la Geometr{a,desapafecida virtualmente de los
programas de Bachillerato. Hoy,con mayor obhjetividad,se echa de menos,
desde un punto de vista didictico,en el proceso de iniciacién escolar
a la Matematica.

Huyendo de.frases demoledoras y afirmaciones rotundas,analizare-
mos los pros y los contras de la polémica que,didicticamente,tiene im-

portancia suma,
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Enfre los argumentos esérimidos por los partidarios de la enseﬁaﬂ
za de la Geometria,podemos destacar los.siguienteéz

a) El estudio geométrico permité,él trinsito de la intuicién'al.
razonamiento,sirviendé las figuras y los postulados iﬁplicitos-que son
admitidos sin escridpulo por lqs‘alumﬁos-para-éimentar la posterior ébé-
traccién y el razonamiento ldgico. Este hecho no sélo estd contrastado
por la experiehcia docente de muchos afios,sino que 1a prdpia historia
de los descubrimientos matemiticos lo éonfirma;no olvidemos que,a causa
de estas intuiciones previés,laAquﬁetria ha dado su lenguaje a todas
las ramas de la Matemitica,y que e;'AnéLisis estd construido en gran
parte sobre principios geométricos. L ,

b) La Geometrfa cladica euclidea ha sido el modelo utilizado en

la descripcién del espacio fisico en que vivimos y este espacio se ha

utilizado siempre en la Fisica y en la Mecinica. Pues bien,aunque es

.cierto que estas han contribuido al desarrollo de otros espac1os(los de

R1emann,por ejemplo) y que las ciencias humanas hacen actualmente un
gran consumo de otras estructuras no euclideas,resulta diffcil compren-
der cémo podriam;s abordar esas otras geometrf{as sin conocer y dominar
antes }as propiedades de la mis intuitiva y familiar.

c) Otro argumento en favor de la ensefianza de la Geometria,en su
sentido tradicional,radica en la multitud de estructuras diversés conte-
nidas en esa gran estructura del espacio euclideo. Desde n punto de vis
ta didictico,ningdn profesor puede ignorar,porque la ha utilizado,esa

.
riquisima mina de prohlemas geométricos y la gran éantidad de razona .:
mientos deductivos motivados por la Geometria elemental.

Los mismos partidarios de la reforma a ultranza estdn convencidos
hoy dfa de haber ido demasiado lejos. Afirman que no se trataha de su-
primir la Geometrfa,sino de ponerla en orden. Insisten €n -que,por ser
su enseflanza una verdadera tradicién, solamente se dehe modificar para
dejar libre el camino a las tendencias de la. Matemitica actual y permi-
tir la subida de savia nueva que la vigorice.

-

En nuestra pretendida Didictica de Ia Matemética,tendremos e cuen
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ta los dos siguientés principios:

v La Geometnrnla elemenital ofnece flas motivaciones més adecuadas pa
ra intenesan dl alumno en el eotudib de -la flatemética.

., Ningurna aému de fla flatematica-docente enclenna mayor alaueza ra
ra el desannollo del ingenio matemédiico que 664 efencicios geoméitnrnicos,

especialmente los que se nefiernen a .eonstrucciones grdflicas. .

FACTORES QUE INFLUYEN NEGATIVAMENTE EN LA bIDACTICA DE LA MATE_

MATICA.

La ensefianza de la Matemdtica de Bachillerato se ve actualmente
condicionada por -una serie de factores,unos internos y otros ajenos a
nuestra ciehcia y a su didéctica,que impiden el desarrollo de una pro-
gramacién didégtica adecuada y conveniente. Enumeraremos y,en algdn ca-
so,comentaremos someramente,los que consideramos mSS‘importaﬁtes :

a) E1 profesor de Matemiticas de Bachillerapo se forma en faculta-
des espec{ficas. Esta formacién,indispensable para ensefiar con solven-
cia,influye poderosamente en el mo&o de ensefiar. Asi, se estéd producien
do en estos Gltimos ;ﬁos un condicionamiento excesivamente formalista,
como corresponde a la Matemética actual ,,que no es el mésjadecuado péra
una ensefianza de motivacién.

b) El proceso continuo de la investigacién matemitica ha revolu-
cionado los ohjetivos y fines de la ensefianza universitaria,lo que,a su
vez,ha dado lugar a nuevos condicionamientos y exigencias renovadoras
en los programas de nivel medio. Esta verdadera revolucidén ha producido
un notorio desequilibrio entré una Matemafica actual y una Matemitica
de base,de caricter docente y de aplicacidn,que serd la que necesitarén
en sus profesidﬂes futuras la inmensa mayoria de los alumnos.

ELl exceso de formalizacidn exigido por los ﬁrogramas ha' provoca-
do el que muchos textos,en aras del purismo matemﬁt{co,recurran abtoda
clase de artificiosidades para obviar los planteamientdos tradicionales,
intuitivos y sencillos. Véase,a modo dé ejemplo,la definicién rebuscada

y antinatural de progresidn aritmética de numerosos libros al uso.

¢) Desde hace algln tiempo parece que a la Matemdtica del Bachi-
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llerato se le va restando importancia. As{,mientras el plan' 'de 1903 de-
dicaba un 24% de la totalidad de horas lecPivas a nuestra materia,en el
actual se le reserva un 13%,y esto eﬁ el caso de los alumnos que la eli
gen entre las optativas de 39,

‘d) La mayoria de los alumnos que acuden a nuestros Iﬁstitutos ca
recen de la base y madurez necesa;ias para iniciar el Bachiilerato,espg
cialmente en lo que a Matematicas se refiere. Ello ohligé a hacer seris
restricciones en el desarrollb de los programas e,inéluso,a buscar una
didictica de circunstancias.

~e) El horario.lectivé estd excesivamente recargado.

f) La Matemdtica,factor fundamental en el broceso escolar formati
vo,ha sido,por su naturaleza deductiva,una de las disciplinas peor 1i-
bradas.

Todos estos factoresvinfluyen en la planificacidén didictica de
forma decisiva ysmuchas veces,condicionan al profesgr como "aténdolo de

pies y manos" ‘en el ambito del aula.

DIDACTICA EURISfICA

A finales del siglo pasado un ingeniero inglés,thn Perry,inicié
una corriente renovadora de la pigida y escoléstica enseﬁaﬁza inglesa
de la Matematica en la eécuela. Consideraba que las versiones mis o me-
nos actualizadas de los"Elementos"de Euclides,base Qe la ensefianza iﬁ—
glesa,no eran libros adecuados para iniciar a principiantes. Esta reac-

cién pedagdgica contra la influencia de los "Elementos" se habfa susci

tado ya en otros paises.del continenteveurobeo.

La idea fundamental de Perry era poner de manifiesto las estructu-
ras matemaficas que,de una forma natural y sin esfuerzo,pueden intuir y
asimilar los alumnos através de sus juegos o en su propio amhiente. Son
ejemplos de ello: la intuicidn del concepfo de coordenadas cartesianas
jugando a descubrir un "tesoro" enterrado en el patio del colegio,cuyos
muros constituyen las referencias(ejes),y el paso del alumno la unidad
He longitud real representada por nﬁmeros(coordenadas) escritos en el

"plano";la de la semejanza de triidngulos mediante la comparacién de las
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sombras de un irbol y de una estaca vertical de longitud conocidasel co
noéimiento de la simetria axial.y de infinidad de propie&ades geométri-
cas pdr simﬁles dobleces de una hofja de papeljetc. '

- E1 profesbr Puig Adam,excelénte pedagogo,se constituye en nuestro
pais en paladin de estas tendencias euristicas,con hodelos e ideas ori-
ginales. Emprende la tarea de roﬁper el tradicionalismo docente:busca
la sustitucién del profesor clésico,exppsitor més o men;s brillante de
lécciones,por una actividad casi esponténeavde los alumnos,estimulados
y orientados por la habilidad e ingenio del profesér.

En el aﬁo 1960 el ambiente era favorable para llevar a cabo. la re
fopma propggnada poi Puig Adam. Np obstante,este afdn renovador se fue
enfriando.-Por.un lado,los paladines del método euristico,llevados por
su entusiasmo,desbordaban ficilmente la linea de la mesura y cafan en
posturas rayanas en lo pintoresco y extravagante. Por otro;pronto pudo
apreciarse que esta corriente pedagdgica no podig aplicarse con carac-
ter general a los programas de Bachillerato,imprimfa una gran lentitud
al desarrollo de los mismos y,por afadidura.requerfa un profesorado con
aptitudes especiales no frecuentes.

Y asf,tal ;ez volviendo la espalda a lo que debiera ser una rea-
lidad docente,esta corriente euristica ha pasado a la historia.Como con-
trapartida,tendemos a ensefiar una Matematica formal,alejada de la Geo-

metria y de la intuicidn.

LA MATEMATICA MODERNA Y SU DIDACTICA
La presentacién de la Matematica,tal como se deriva de los progra
mas oficiales de nuestro Bachillerato,esti supeditada a las tendencias
-actuales de c§récter axiomatico-formal. Los lihros de texto acentlan,si
cabe,este cardcter,en perjuicio de una linea mis intuitiva y convenien-
te. Tal presentacidn,en franca disonancia con el mundo de interés de los
escolares,produce‘un gran deéajuste-pedagégico. Asi,es frecuente exponer
"a priori" la axiomdtica de una estructura y,por un désarrollo légico,
llegar al conocimiento de esta. Jusﬁo el camino opuesto al que sigue el
matemitico para culminar esa formalizacidn.
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v -
Cuando la reforma comenzaba a mostrar su aspecto negatlvo surgle-

ron voces muy autorlzadas intentando poner remedio. Resenaremos algunas
de estas opin10ne;:

El profesor Choqhet,uno de los promotores entusiastas de la refor
ma,decfa en 1973 : " Solre todg es de hacen notar que 04 nuepos paqg@g
mas y las instaucciones coaaeApondéenteé L0, pese a algunoa enrones de
consideracibn,més Aat£4£acion£04 que Los antliguosiperoc,sin embango, o
neforma se ha rodeado de una atmbsferna nociva que acompaia su pueste a
punto. En particulanr,se atacae a la Geomeiria y a Los rnecunsos de fa én-
tuicibnise les dice « 204 pﬂoleéoaeb que ensefian fa geomeitnrla del taidn
guéo es estan anticuaedo,que 2l Algeﬂaa Lineal neemplaza pon compleio a
la Geometrla. En consecuencia, los paoleéoaeé se sienten acomplejadoA Y
4680 ensefran Aégéﬁaa;no osan jamds utilizar los necunsos de la intuicién
gy se nefugian en el formalismo que les ampana como profundo cortafuegos.,

No se adaptéd a los profesones a ba ensefanza de 294 nuevos progra
nasino se les RUBSO en guaidia,ni tampoco a los autoiéé de Cibros de Zex-
to,contra Los excesos del Lorimalismo, Y el resultado es tal que,sin una
sabia neaccibn de.KaAe,péenao que la genenacién actual no recilind una
loamacién matembtica que fe prepane,ni para la inue&iégacién .matemébitica,
ni para ta uLtLZLzaccén de la flatemética en fa téenica g en' las ciencias

expenimentales,”

Por su parte,la’profesora Jacqueline Lelong-Ferrand,de la Univeri
§iqad»de Par{s,decfa por las mismas fechas: ” Nluchos de los tratados de
iniéiacéén ranrecen halbern sido pensados fajo et principio de la légica’
de Sh;ddockb: Para qué hacer sencillo lo que puede hacerse complicado”

n

Y affad{ia: La nealizacién de €a reforma no deliera Cimitanse a wna vi-
si6n formalista de fla Mateméitica, porque.entonces, estanos avocados a dan
a €04 niffos una ensedanza tan e¢lejada de la aealédqd como de €u verdade
ra Matemébitica ", : ‘

El profgsor.espaﬁol que,con detenimiento y sentido critico exen-

to de prejuicios,revise nuestros programas y los textos que los deésarro-

llan,tendrd que establecer comparaciones con los correspondientes a ot
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épocas todavia recientes;notari diferencias muy notables,no sdélo en con
tenidos,sino,y. sobre todo,en el enfoque de un pretencioso sentido del
rigor,impropio de una:iniciacidn matemidtica,que los alumnos no sienten

ni comprenden.

CONSIDERACIONES GENERALES PARA UNA DIDACTICA DE LA MATEMATICA

La Matemdtica,como asignatura del Bachillerato,debe tener: prefe-
rentemente un caricter formativo,sin menospreciar por ello los conoci-
mientos de Matemética préqtica que tal proceso doqente proporciona.

Este cardcter formativo gravita sobre la metodologia empleada,en
los caminos seguidos por una didactica adecuada y en la bersonalidad
del profesor. Todo ello,naturalmente,bajo unos programas raciongles,
concebidos en funcidén de la edad mental de los alumnos.

Sin pretender ser exhaustivos,enumeraremos una serie de facetas
que,con intensidad irregular en funcién del curso y de la madurez de
los alumnos,concurren para completar la personalidad del escolar bajo
la disciplina matemitica : -

' . Estimula la atencidn del alumno de forma continuada y favorece
la concentracidn delvpensamiemto.

. Habitla a la ohservacién metddica y reflexiva y,consecuentemen
te,permite intuir y ponderar lo intuido.* '

. Facilita el ,paso de lo concreto a lo universal y abstracto.

. Permite el razonamiento general y ahstracto,fomentando el and-
lisis y el sentido de relacién y analogia.

‘. Crea el hébito del razonamiento légico como bhase de la verdad
y,por tanto,el sentido del rigor. .

. Sienta las bases para la creatividad légica,sobre bases axiomé
ticas. .

. Favorece la capacidad de sintésis.

Para un logro éptimo de estos aspectos formativos,el profesor\dg
be reunir condiciones vocacionales, junto a una formacidén cientifica,y
concretamente matemdtica,lo mis amplia posiblej;debe tener un conoci-

miento practico de la psicologia del aprendizaje,adquirido principal-
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mente a través de su propia experiencia,y un grado de libertad amplio
para su funcién. No puede,como hasta ahora sucede,encontrarse supedita-
do a unos factores condicionantes,como los que hemos resefiado,que limi-
tan,y hasta impiden,una labor eficaz.

Para entrar en el andlisis de una diddctica eficaz,tendremos que
cometer una ficcidn:isuponer que los legisladores,dindose cuénta de la
importancia y el peso que gravita sobre la ensefianza en general y sobre
la planificacidn matemitica en particular,han conseguido un Bachillera-
to libre de condicionantes externos,donde se pueda realizar con normali-

dad una funcién pedagédgica exenta de limitaciones,cortapisas y agobios.

CONSIDERACIONES SOBRE UN BACHILLERATO HIPOTETICO
El Bachillerato que vamos a idealizar estd inspirado en gran par-

te en las normas generales propuestas por la 0.E.C.E. para un Bachille-

rato internacional. Claro es que estas normas,e incluso los programas

redactados minuciosamente al efecto,tienen una antiguedad de cerca de

veinte aﬁos,cuéndo estaba en su apogeo la corriente renovadora de la Ma

temdtica Moderna. Hoy dfa,y en este aspecto concreto,las tendencias son
\ 4

opuestas;el gran fracaso del empefio de algebrizar la Matemitica desde

la Escuela se ha hecho patente en todo el mundo y,més o.menos explicita

mente,lo reconocen los propios promotores de la reforma.

Este Bachillerato que tomaremos como directriz para el desarrollo
de nuestras ideas didacticas,lo conceﬂimos como un largo periodo de for
macién dividido en dos ciclos naturales. Esta divisién,creemos,vieng
impuesta por el transito y mutacién de mental idad que suele acontecer
sobre los quincé afios,y que,en la ensefianza de la Matemitica,se pone
de manifiesto claramente con una mayor apetencia del rigor demostrativo
por parte dé los alumnos,lo que posibilita el iniciar una ensefianza en
el sentido abstracto-formal que,hasta esa edad,resulta generalmente im~
posible de impértir.

El primer ciclo,cen tres o cuatro cursos de duracién,se alargaria,
como hemos dicho,hasta los quince afios. Se accederia a él mediante una

prueba de ingreso que obviarfa en gran medida el "fracaso escolar™. Di-
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chq prueba no serfa un rechazb ;niciAl,como dirian sin.dqda Sus detrac-
tores,sino como una puesta a punto al pppiricipio,cuando las deficien-
cias educativas son ficilmenteé subsanables.

El segundo ciclo se iniciar{ia también,y por. idénticas razomes,con
uné puesta’a puntb de los =3lumnos,insistiendo en recuperaciones previas
que permitieran alcanzar,en lo posible,un cierto nivel de homogeneiza-
tién de los alumnos sobre unos minimos previstos.Este ciclo durarfa tres
cursos.

En ambos ciclos,la Matemitica tendria ;ue fiéurar en todos los cur
sos y con las horas}precisas para el total desarrollo de los programas,
sin que imposiciones externas limiten,recorten o imposibiliten el desen
volvimiento normal de su ensefianza.

Esta divisiéﬁ en dos etapas no debe suponer la consideracién de
dos Bachilleratos distintos,uno elemenfal y genérico y otro de especia-
lizacién hacia las Facultades o Escuelas Técnicas Superiores. El largo
proceso de escolarizacidén-de doce a dieciocho afios- no puede tenér 50-
lucidn de continuidad,sino un trénsito evolutivo en funcién de la madu-
rez,cambios de desarrollo y mentalidad que suelen acusarse fuertemente
élfededdr de los quince afios. Este cambio debe reflejarse en la forma y
en los modos,asi como en el grado dé abstraccidén y rigor al ensefiar las

Matemiticas.

CONSIDERACIONES DIDACTICAS A UN PROGRAMA DE MATEMATICAS

Una de.las finalidades que debe perseguirse al comienzo del pri-
mer ciélo es el dominio de automatismos y destrezas,tanto en el calculo
numérico como en el algebhraico. Pero automafi§mos racionaies,sin asomos
de rutinas empiricas. Para ello es necesario que el profesor consiga in-
teresar a sus alumnos por la esencia de las operaciones de cilculo,me-
diante situaciones que despierten las faéthades de anélisis,critica e
inventiva. No se trata de reiterar operaciones y cadlculos laboriosos
que fafigan al alumno sin lograr despertar -su interés. Por el contrario,
se debe provocar la curiosidad y el interés a través de situaciones mo- ‘

tivadoras,que suelen surgir de forma imprevista en el transcurso de las
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clases y que el profesor,con habilidad,debe aprovechar hasta las GLtimas
consecuencias. Por ejemplo,cuando un alumno comete el error,tan frecuen

te,de escribir
a+ b

a + ¢

debe aprovecharse para hacer ver a la clase que simplificando "del mis-

mo modo" se llega a esto C o
2 2+ 0 0
—' O = = e— O
3 2 +1 1

Una vez que los alumnos se.haﬁ dado cuenta del disparate que eséo
encierra,infieren ficilmente que tal simplificacidén sélo es posible si
el numerador y el denomihador estén multiplicadoS por el mismo factor.
Diversos ejemplos aclaratorios servirin para fijar e interesar al alum-
no en esta incidencia y evitar que el error vuelva a cometerse.

.
Pero no toda motivacidén didictica se fundamenta en los errores del

“alumnado. ‘Su motivacién directa y creadora da lugar a infinidad de si-

tuaciones que,por generalizacién,permiten intuir hasta la axiomitica de
una estructura. Asi,pongamos por caso,si el alumno,motivado por el pro-
fesor,observa que la suma de dos n(meros naturales es uh natural,que el
resultado es independiente de los sumandos,que sumando un aneroJcon ce-
ro se obtiene el mismo nimero, etc. ,habrd establecido de un modo natu-
ral los axiomas de un,semigrupo. El error didécticp estar{ia en preten-

der,sin motivacién alguna,formalizar dicha estructura.

La ‘introduccidén de la Teoria elemental de conjuntos en la Escuela
ha sido,sin duda,uno de los aspectos mis conacidos y populares de la re
forma universal de la ensefianza de la Matematica. Ello ha llevado pare-
jo,a nuestro juicio,el cometer dos graves errores. El primero,introdu-
cir una prematura formalizacién,todo lo intuitiva que se quiera,de unos
conceptos que los alumnos,aun los mas pequefios,conocen muy bhien y que,

~
bajo ese aspecto formal no van a utilizar,en €1 mejor de los casos,has-

.
ta mucho mis tarde.¢Qué nifio no conoce ”"fa invariabilidad def nimeno
s

caadinal de un conjunto discreto"?;les necesario que se 1o ensefiemos en
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vuelto en pedantefia y pélabras extrafias a su mundo? Cualquier nifio sa-
be que cada cromo de su coleccidn tiene un lugar en el albuﬁ,y que a ca-
Jda lugar corresponde un cromoj;pero nadale dice el que su maestro le ha-
ble de "aplicacibn Liyectiva"., Todo esto debe dejarse para mas tarde,pgi
ra cuando el alumno conozca la Geometria elemental,que le proporcionard
con la intuicidn del continuo;situacioﬁes mucho mds ricas e interesantes
El otro error radica en que cuando se introdujo la reforma,antes de que
los profesores de Bisica tuvieran la formacién\matemética que hoy pose- ,

en,ensefiaban-se vefan obligados a ensefiar-una "noveédad" que se decia

importante,sin .estar en el meollo de sus secretos.

Después de las precisiones que hemos establecido sobre la importan
cia diddctica de la Geometrié elemental,se comprenderd que seamos parti-
darios de fundémentar nuestra didactica en este primer ciclo'del Bachi-
llerato,sobre los estudios de la vieja y fecunda Geometria. Esto no sig-
nifica que pretendamos resucitar los viejos trata&os de Geometria,sino
que se debe estudiar esta rama basindose en la intuicidn due proporcio-
nan las figuras o sitwaciones euristicas que surjan con espontaneidad,
y luego,al final delvciclo,yealizar el estudio sintético de lés trans-
formaciones geométricaé:giros,traslécionés,simetrias y hsmotecias,es de
cir,la Geometria del movimiento y de la semejanza. Este estudio se haria
utilizando el concepto de vector libre,que se puede ficilmente introdu-
ir a partir dg la nocién de paralelismo,y cuya finalidad principal radi-
ca en la iniciacién de un modelo de espacio vectorial,base del Algebra
‘lineal,que se eshozarfa en el segundo ciclo.

En este estudio de la Geometria,el profésor no dehe perder el pun-
to de vista‘fundamental que caracteriza las transformaciones geométri-
cas,el concepto de grupo,siguiendo las orientaciones del "Programa de
Erlangen". ’ -

N Durante los primeros cursos de este ciclo inicial,debe provocarse

la motivacidn geopétrica mediante la observacién de figuras. Este recur

so diddctico redlne posibilidades extraordinarias de cardcter formativo,
-

donde la imaginacidén primero,y el raciocinio después,se complementan.Ve
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Dibujada la f}gura adjunta,se piden sugeren
ciaé sobre ella. En caso necesario,el pro-
fesor puede orientar con preguntas como es-
tas :;El camino ACB-para if de A a B-tiene
la misma longitud que el AOB?_&Cuénto vale
el drea rayada? ;Qué conclusiones podemos
sacar si miteramos la misma coﬁstruccién
con semicircunfefencias de didmetras BO y
0A? .. ...

Se dibuja el cuadrado ABCD,y,en el mismo
sentido,se divide cada lado por los puntos
A’,B7,C’, D';de forma gque los lados queden
divididos en la misha‘razén. Se une A con
B“, B con C’,C coniD' y D con A”,para for-
mar el cuadrilitero MNPQ. Se piden sugeren-
cias sohre esta construccién.
Los'alumnos,bajo la direccidén del profesor,

pueden’ intuir y jiustificar después que:

. El cuadrildtero MNPQ es también un cuadrado.

. Que ambos cuadrados tienen el mismo centro.

. Encontrar la razdén de los lados.

. Expresar el 4rea del segundo en funcién de la del primero.

. Si el proceso se repitiese indefinidamente,calcular la suma de las

deas de todos los cuadrados que as{ se forman.

c)

La figura adjunta presentala posihilidad de
que elvalumno;ueda determinar longitudes de
segmentos y aréos,asi como 4reas de recin-
tos diversos,sin otros conocimientos pre-
vios que la expresién de la diagonal del
cuadrado en funcién del lado,la de la lon-

gitud de la circunferencia y la del area
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del cfrculo.

Como puede apreciarse,estos ejemplos presentan dificultades distin-
tas. Asi,el primero puede ser adecuado para alumnos de 11 & 12 afiosjel
segundo,para los de 14 afios y,el Gltimo;fiehe una dificultad media en-
tre la de los otros.

Cuando se trate de calcular 4reas y vollmenes,pueden presentarse
ejercicios interesantes para los alumnos dando croquis y planos acotados
al efecto. Las cotas deben ser las precisas,y de su eleccidn depende el
mayor o menor grado de dificultad e interds.

Estas presentaciones graficas son siempre motivadﬁras y tienen un
significado mis real yspor tanto,mucho mis interesante ﬁara los alumnos
que los ejercicios que sobre Aareas y volimenes suelen aparecer en los
textos. En:este sentido,debemos tener eﬂ cuenta las idéas del Profesor
Dienes,que insiste sobre la importancia de la motivacidn geométrica.

Posteriormente,la Geometrfa deberi seg/objeéo de una organizacidn
légica,dentro de las posiﬁilidades de comprensién de los alumnos y es-
timuldndolos hacia este camino deductivo. A partir de una definicién,og
Jetivamente evidente para el alumnado,se debe organizar un pequefio pro-
ceso deductivo donde las figuras coﬁstituyan el carril por el cual se
deslice el razonamiento.

El error de los reformi;tas,de funestas consecuencias para la ense-
ﬁanéa,consistié en desechar desde un ﬁbincibio todo lo que no fuese oh-
jeto de una exposicién deductiva estricta y,en consecuencia,hacer desa-
parecer de los pfogramés el mayor y mds importante factor formativo de
la Matematica : la Geometrfa en sentidorinductivo.

No han faltado pedagogos matemiticos,sobfe todo en Bélgica e Italia,
que han querido convertir el estudio de la Geometria elemental en una
simple observacidn intuitiva,a modo de ciencia experimental. Una inter-
pretacién as{ de la Geometria intuitiva,oréscindiendo de las demostra -
ciones 1ldgicas-no en el sentido estricto-seria perjudicial para estudios
posteriores,ya que el in;eréS‘primordial de este primer ciclo que comen-

-
‘tamog,radica en fomentar en el alumno,de forma gradual y continua,una
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cierta apetencia'hécia la deduccidn légiéa y el sentido del rigor,que ca
racteriza a la Matematica, Estamos,pues,dentro de una posicién interme-
dié entre la intuicidén simple y el empirismo docente,y el purismo 1égi-
co-deductivo. Y,si en los primeros cursos del ciclo debemos acercarnos -
mis a la primera posicién,cuando el aiumno llega:a los 14 & 15 afos es

conveniente apreximarse,con toda la cautela posible,a la segunda.

En el segundo ciclo-alumnos de 15 afios-se puede'abordar el estudio
de las estructuras algebraicas fundamentales( semigrupo,grupo,anillo‘y
éuerpo);en.el segundoAcurso,la del espaéio vectorial. Peroel alumno de-
be conocer previamente con cierta profundidad diversas situaciones,apa-
rentemente sin conexidn entre si por tratarse de conjuntos de naturale-
za diferente y provistos de opeﬁaciones distintas. De estas "situaciones”
el alumno podrd extraer,bajo el estimulo y- or1entac1on del profesor las
propledades subyacentes en una estructura. Con51deramos impresc1nd1ble
despertar en el alumno una verdadera motivacién a través de los méis di-
versos campos conocidos y observables para él,y as{ podrd el profesor,
de un modo natural y sin dogmatlsmos abordar la formallza01on y estudio
de las estructuras desde un punto de vista general y abstracto. Hacerlo
de otro modo,prescindiendo de esta base orientadora y diverﬁa,coqduce
al desinterés’y al rechazo escolar hacia la Matemitica,por muchos que
sean los ejemplos acl;ratorios dados "a posteriori”.

En el segundo curso de este segundo.ciclo,y por lo que al Algebra
se refiere,tratar{amos los conceptos de homomorfismo e isomorfismo de
grupo,sirviendo de motivacidn al respecto la teoria de logaritmos ya co-
nocida- por el alumnado. Podria completarse este cursé con el estudio de
los espacios vectoriales,como hase para el posterior tratamiento de la
Ceometria Analftica y el Algebra Lineal.

La ensefianza del ‘Andlisis puede iniciarse tempranamente,y siempre
de forma intuitiva,desde el primer ciclo.'El rifio tiene el concepto de
variable dependiente de otra ya que,por ejemplo,entiende claramente que

-

el gasto de gésolina depende de los kilémetros recorridos. Se puede,en-
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tonces,aprovechar estas intuiciones para llegar de forma naFural al con-
cepto de funcién,basénaose en ejemplos que pertenecen a su dominio de: in
terés., Como complemento deben realizarse representaciones cartesianas
por puntos.

v Estas primeras ideas sobre el concepto de'funcién aparecen con inde
pendencia del problema de la continuidad. Y,sin embargo,a partir de esos
mismos ejemplos,el alumno intuye la continuidad de la variacién de la de

pendencia funcional. La representacién grifica cartesiana,el trazo con-

.2

tinuo del dibujo,le bermite completar esa intuicién. No obstante,la con-
tinuidad en un' punto carece de sentido para él.

El problema didécticq surge cuando,prematuramente,se intenta intro-
ducir la formalizacidén de la-continuidad. Entonces comienzan las incom-
prensiones y,lo que es peor,el alumno pierde la seguridad en_}a idea in-
tuitiva.

No resulta tan natural la introduccidén del concepto de derivada con
alumnos .de 15 afios. Tradiéionalmente,la interpretacién grdfica y algu-
nas-interpretaciones f{sicas-la de velocidad‘insténténea,por ejemplo-
constituyen la via més utilizada. Estas u otras motivaciones andlogas
Aeben preceder a la formalizacidn del concepto,siendo necesario insis-
tir en la diferencia entre derivada de una funcién en un punto y funcidn
derivada de otra. Las funciones polinémicas pueden constituir ejemplos
féciles para'la iniciacién en el primer ciclo.

Desde un punto de vista pedagégico,el verdader valor diddctico de
estas nocidnés de cilculo diferencial e integral radica en la sorpren-
dente apertura de posibilidades técnicas y de aplicacidn que se presen-
ta : crecimiento,méximos y minimos,inflexiones de funciones continuas,
cdlculo de areas y voldmenes,rectificacidn de curvas,determinacidn de
centros de gravedad,momentos de inercia,centros de presién,eté. El pro-
fesor debe explotar al midximo tales posibilidades. ’

Al considerar el estudio de la Geometria en un segundo ciclo-con
alumnos entre los 15 y los 18 afios-,tenemos presente)que las mis impor-

tantes propiedades de la Geometrfia clisica elemental han sido ya =».*v
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diadas y lo han sido en la forma Antedicha. Por tanto,se parte no sélo
del conocimiento de estas propiedaks,sino del hibito adquirido al razo-
) .

nar con sentido légico y de rigor matematico sobre la inmediata intui--
cién de las figuras. Desde ahora,y en este segundo ciclo,seria convenien
te presentar la Geometrfa bajo la sistematizacién que le proporciona el
grupo de transformaciones correspondieﬁtes: grupo de las isomerias,grupo
afin,grupo proyectivo y variedades lineales y cénicas. En el Gltimo afio
del ciclo,y tal vez limiténdonos a los mejores alumnos,se‘puede realizar
el estudio formal desde el punto de vista axiomitico de la Geometr{a
afin e,incluso,de la proyectiva,ya que sus axiomadticas resultan mis sen
cillas.

Serfa de§eable,como culminaéién,introducir el concepto de elementos

impropios y,utilizando coordenadas homogéneas,estudiar,con los recursos

‘dél Algebra Lineal,el grupo proyectivo homogréafico,y ver como,al impo-

ner como invariante los lugares geométricos de elementos impropios,se
tiene. el grupo affn. Y si,desde el punto de vista proyectivo,todas las
cénicas son equivalentes,deducibles unas de otras mediante transforma-
ciones del grupo,al permanecer invariante el lugar geométrico de los

: s s . 2 2 . s ]
elementos impropios,surge la clasificacidn en los tres generos como pro

pia de la Geometrfa afin.

Resulta evidente que er un programa de Matemiticas no pueden omitir-
se hoy unas nociones de Estad{stica.

El Cdlculo de probabilidades y la Estadi{stica,por su fntima rela-
cién,deben desarrollarse conjuntamente.

En la Estadistica tendremos que distinguir tres partes : eﬁ la pri-
mera,trataremos de la recogida de &atos,muestreos,etc.;en la segunda,
de la clasificacidén,depuracién y representacién de estos datos;en la
tercera,a través del Anilisis,podremos estimar deducciones.

En el ciclo elemental-(ltimos cursos-solamente dehemos proponernos

.dar una versidén intuitiva del Calculo de probabilidades,estudiando ex~-

-
periencias aleatorias y frecuencias y considerando los métodos numéri-
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cos y graficos usados en la Estaqistica descriptiva: ley de estabilidad
de frecuenci;s,medidas centrales, intervalos de frecuencias,diagramas de
barras;histogramas y poligonos acumylativos de frecuencias. Se puede
‘1legar también a mencionar los diagramasﬁde.dispensién.

En. el ségundo'curso del ciclo superior se podria establecer con ma-
yor rigor la Teorfa de probabilidad. Su fundamentacién axiomatica se de’
jaria para el Gltimo curso,y ello,sélo para los alumnos mas aventajados.
Se estudiaria la teoria de la probabilidad condicionada,sucesos indepen

dientes e,incluso,la distribucién de Poisson.

A MODO DE RESUMEN Y POSIBLES CONCLUSIONES

Hemos procedidd en este trabajo a realizar una anlisis critico de
la amplia,y hasta ﬁolémica;perspectiva que presenta la énseﬁanza actual .
de la Matemitica. Deliberadamente,nos Hemos detenido en lo concerniente
al Bachillerato,por se éste la verdadera espina dorsal de 1los procesos
educativos de cualquier-pais,y donde,consecuentemente, inciden las mayo-
res dificultades.

De tal andlisis podemos deducir que la Matemética éstudiada por to-
dos los alumnos de 8achillerato,cualquiera que sea el destino de sus fu
turos,debe tener un caricter eminentemente formativo,aunque sin desde-
fiar las técnicas de calculo ysen general,de indole matematico,que se ad
quieren como base precisa para lograr tal forma01on.

Por otra parte,es observable que,por parte de los escolares existe
un grave prohlema-de reéhazo hacia la Matematica,que se acentta de for-
ma acusada en estos Gltimos tiempos al haberse introducido en todos los
niveles la llamada Matemdatica Moderna. Este es un grave prohléma,basa—
do en la falté de motivacidén de los procesos formalizados,que es preci-
so abordar con decisién.

Hemos analizado el desenfoque del prohleﬁa docente que,a nuestro

.
juicio,pesa considgrahlemente en ese rechazo escolar : los planificado-
res de la Matematica en niveles inferiores'a los universitarios han con
” .

fundido.la Matematica actual,ciencia légico-deductiva basada en una axio
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mitica de absoluta absfraccién;con los procesos diddcticos propios de
una docencia de grado medio,donde la motivacidn intuitiva juega un sefia-
lado papel. Una cosa es la"ciencia acabada™ y otra las intuiciones y ca-
minos para llegar a ella 0,al menos,motivar hacia sus métodos,en funcién
formativa.

A partir de este enfoque se ha llegado a producir en los estusdios
medios;y con mayof razén en los universitarios,la mérginacién de la ra-
ma mds rica,interesante y fecunda en el proceso histdérico de la Matemé-
tica : la Geometria. Nos referimqs,gléro estd,a la Geometria en el senti
do euclidiano. Con esta supresidén se desmorona el proceso didactico na-
tural para acceder a la Matemitica,que consistia fundameﬁtalmente en la

iniciacién a los métodos demostrativos y al rigor mediante una gufa in-

tuitiva para el razonamiento geométrico : la figura,esquema grafico de

‘rélaciones abstractas. Debemos sefalar que en tales intuiciodnes se encuen

tra el germen vocacional de la Matemitica,que la formalizacién imperan-
te condena a mierte por falta de motivacién. Por otro lado,y por afiadi-
dura,al desaparecer el enfoque geométrico en‘la ensefianaza de la Matemd
tica,se ha perdidd una fuente de abundantes recursos didacticos y de mo-
tivacién.: los problemas gréficos,tén llenos de sugerencias para los
alumnos y muchas veces apasionanfes por su interés.

Con independencia de estas cuestiones,exclusivamente relacionédas
con la didictica de la Matemitica,hemos creido necesario referirnos a
una serie de factores extrafios a la propia Matemitica,a su docencia,y
que estdn por encima de las posibilidades del profesor. Son factores
impuestos por unas estructuras docentes derivadas de condicionantes mas
0 menos ajenos a la ensefianza,que hemos resefiado cumplidamente. Modifi-
car tales condicionanantes corresponde a los legisladores e,incluso,a»
las comisiones' encargadas de estructurar plancs de estudio,que siempre
han volado en espacios tedricos,muy por encima de las posibilidades rea!
les. de nuestra ensefianza media,reducida hoy a su "forma candnica". Al

ser asi,el profesor,pese a la amplia visién que posca de la Matematica,
-

su vocacién y sus habilidades y destrezas didécticas,muy poco puede ha-
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cer,dentro del encéﬁillado legal,para mejorar el rendimiento de los aum-
nos.

A partir de tales.consideraciones,hemos procedido en un plano un tan
to idealista,dentro del marco en que se.desenvuelve la ensefianza a ni-
vel eu;opeo,remarcgndo ciertas consideraciones expresivas del valor for-
mativo que queremos ver en la ensefianza de nuestra ciencia,siguiendo una
directriz inspirada en la posibilidad de que,algﬁn dia,en Espafia se pue

da contar con un Bachillerato completo,dentro de las normativas aconse-

jadas hace mis de tfes lustros por la 0.E.C.E.

Unas consideraciones didicticas concretas sobre la motivacién esco-
lar,que a nuestro parecer debe ser geométrica,junto con algunas preci-
siones de cardcter euristico,responden a las orientaciones didacticas de
tal Bachillerato,que tendria en su primer ciclo el centro de gravedad
de la motivacién,para lograr el transito de lo inductivo al razonamien-
to abstracto. El segundo ciélo tiene desde un punto de vista didactico
una menor ineidencia,y la formalizacidn puede ser tomada en cuenta si
los'alumnos,como serfa de esperar,hubiesen alcanzado el tono de madurez

y formacién objetivo. del primer ciélo.

Nota.-Lo extenso de este tralajo nos ha obligado a resuminlo. Espe-
ramos halienlo hecho sin menoscabo de su contenido y clarnidad exposi-

tiva,
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