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1. El problema

Algunos de los problemas més famosos de las mateméticas surgen a partir de
preguntas muy sencillas. En 1852, de Morgan escribia a Hamilton:

Un estudiante mio me pidié hoy que le diera una explicacién a un hecho que no sabia
que lo fuera, y que todavia no lo sé. Afirmaba que si dividimos una figura arbitrariamen-
te y la coloreamos de manera que regiones vecinas lleven colores distintos, entonces cua-
tro colores son necesarios, pero no mas.

Habia nacido el problema
de los cuatro colores (P4C):
probar que, dado un mapa
cualquiera en el plano, cuatro
colores bastan para colorear-
lo de manera que paises veci-
nos lleven colores distintos.

Es un problema de enunciado sencillo y apariencia inofensiva, pero que escon-
de numerosas sutilezas.

2. Su (agitada) historia

El estudiante al que se referia de Morgan era Frederick Guthrie (que acabaria
dedicandose a la fisica y a la poesia), que le transmitia una observacion hecha por
su hermano menor, Francis (luego abogado, matematico y botanista), mientras se
afanaba en colorear un mapa de Inglaterra. De Morgan, vivamente interesado por el
problema, escribi inmediatamente a Hamilton pidiéndole su opinién. Preocupado
por si la cuestion resultaba ser trivial, se justificaba (con cierta rotundidad): ’

Cuanto mas pienso sobre ello, mas evidente me parece. Pero si usted me muestra algin
caso sencillo que me haga quedar como un animal estapido...

Son las desventajas de plantear preguntas tan aparentemente sencillas. La cues-
tién no parecié interesar especialmente a Hamilton, que le contestaria

... o es probable que pueda atender a su problema de los cuatro colores en un futuro pro-
Ximo...

En 1879, Kempe (otro abogado y matematico) public6 una demostracion del teo-
rema de los cuatro colores (T4C), que parecia dar fin al joven problema. Hasta que
Heawood, en 1890, mostrd que la prueba de Kempe no era correcta (aunque si bas-
taba para probar que cinco colores son suficientes).

No fue hasta 1976 cuando Appel y Haken (con la ayuda de Koch) publicaron,
finalmente, la prueba completa del teorema.
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3. La traduccion adecuada

Quizés la manera mas ilustrativa de describir el problema sea utilizando el len-
guaje de los grafos. Un grafo G es un conjunto finito de vértices, V(G), y un conjun-
to de aristas A(G) (ciertos pares de elementos distintos de V(G)). Y colorear (los
vértices de) un grafo G con n colores consiste en asignar un color a cada vértice de
manera que vértices que sean extremos de una arista reciban colores distintos.

Un grafo plano es aquél que se puede dibujar en el plano de manera que los vér-
tices sean puntos del plano y las aristas sean curvas continuas que no se cortan
(salvo, quizés, en sus extremos).

Dado un mapa, elegimos en cada regién un punto interior y unimos los puntos
correspondientes a paises con frontera comun; obtenemos asi un grafo plano. Por
ejemplo, la traduccién de uno de los mapas que describia de Morgan en su carta es:

D

A B

A B

Este ejemplo muestra que cuatro colores son necesarios. Alguien podria pensar
entonces que el grafo,

es un contraejemplo para el T4C, porque colorearlo requiere 5. Pero este grafo no
es plano, asi que no hay un mapa en el plano cuyas relaciones de vecindad vengan
descritas por sus aristas.

5. ;Cémo abordarlo?

Evidentemente, el niimero de posibles mapas (o grafos planos) es infinito. La
manera de abordar el problema es la siguiente: si existen contraejemplos al T4C, al
menos habré uno que sea minimal, lo mas pequeio (en términos-de niimero de vér-
tices) posible. La estrategia es, entonces (resumiendo un argumento muy comple-
jo):

Se demuestra que en un tal contraejemplo ha de aparecer, al menos, una de las
“configuraciones” de un cierto conjunto. Esto es lo que se llama inevitabilidad,

Se comprueba que cada una de esas configuraciones se puede colorear con 4
colores (es la parte de reducibilidad).
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Sin entrar en los detalles técnicos, podemos entender algunos de los ingredien-
tes de la prueba. En un grafo plano, las regiones que engloban las aristas se deno-
minan caras. La primera observacion es que basta probar el T4C para el caso en el
que todas las caras sean tridngulos: si hay caras que no lo sean, las podemos trian-
gular consiguiendo un grafo mas “dificil” de colorear.

En todo grafo plano se verifica una relacion entre el nimero de caras, vértices y
aristas: la bien conocida férmula de Euler, V- A + C = 2. En una triangulacién, cada
arista pertenece a dos caras, y cada cara tiene tres aristas, asi que 24 = 3C.
Combinando estas identidades, se deduce que ha de haber al menos un vértice con
no mas de 5 vecinos. Este seria un primer ejemplo de conjunto de configuraciones
inevitables.

Lo siguiente seria probar que todas estas configuraciones son reducibles.
Imaginemos un contraejemplo minimal para el T4C con un vértice con tres vecinos:
si unimos este vértice a alguno de ellos, obtenemos un grafo més pequeno,

que, por tanto, se podré colorear con 4 colores. Pero en los vértices A, B =Dy C
so6lo se usan 3 colores; esta coloracion (més asignar el color libre al vértice D) sirve
para el grafo original. Para un vértice con 4 vecinos hay que refinar el argumento,
para liberar un color en los 4 vecinos: aiin se puede hacer, como prob6 Kempe. Pero
la misma idea no sirve para el caso de un vértice con 5 vecinos.

6. ;Y es realmente interesante?

Limitar el nimero de colores utilizados al confeccionar un mapa no parece espe-
cialmente relevante. Pero, aparte de razones psicolégicas (una pregunta tan senci-
1la deviene en un magnifico desafio matemético), existen otras que justifican el inte-
rés del PAC: como en otros muchos problemas matematicos clasicos, los métodos
desarrollados para resolverlo han resultado ser, al menos, tan interesantes como el
problema original.
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El namero minimo de colores necesario para colorear un grafo G es su nimero
cromadtico, x(G); y lo que afirma el T4C es que (G) <4 para cualquier grafo G plano.
Pero calcular %(G) es un problema de opfimizacién: buscamos la mejor manera de
colorear.

Hay multitud de problemas interesantes que pueden ser descritos con el len-
guaje de los grafos y los colores. Pensemos en la confeccion de horarios: tenemos
una serie de asignaturas a las que queremos asignar horarios para ser impartidas.
Lo queremos hacer de manera que asignaturas que compartan alumnos no sean
programadas a la misma hora. Podemos describir la informacion relevante con un
grafo: las asignaturas son los vértices y las incompatibilidades, las aristas. Las dis-
tintas horas de que disponemos son los colores, y confeccionar un horario no es
sino dar una coloracién del grafo. Optimizar este proceso (colorear el grafo con el
minimo ndmero de colores posible) deberia ser nuestro objetivo

7. ;Esta probado o no el T4C?

La demostracién de Appel y Haken resulté polémica desde el primer momento.
Especialmente, porque requeria un uso abundante del ordenador para verificar la
inevitabilidad (y la reducibilidad) del conjunto de 1476 configuraciones a las que
reducian el problema. En realidad, una objecién todavia mayor que se podia plan-
tear a esta demostracion es que la parte de matematicas tradicionales tampoco era
facil de verificar. En 1996 se propuso una prueba alternativa (ver [RSST]) que resul-
ta mas legible. Pero, a pesar de reducir a 633 el nimero de configuraciones, sigue
requiriendo el uso del ordenador para su comprobacion.

En 1998, Hales anunci6 la prueba de otro problema clasico, el problema de
Kepler: jcudl es la manera mas eficiente de apilar esferas en el espacio? La conjetu-
ra afirmaba que la mejor forma de hacerlo es la que cualquiera seguiria al apilar
naranjas en una caja. Este problema tiene bastantes similitudes con el P4C: ambos
tienen planteamientos sencillos, han conocido muchos intentos infructuosos por
resolverlos, han dado lugar a técnicas matemaéticas interesantes... y la demostra-
ci6n final requiere el uso del ordenador para verificar un conjunto finito de confi-
guraciones.

Y la pregunta, por supuesto, es si una demostracién de esas caracteristicas es
aceptable. Tanto en el T4C como en el problema de Kepler, cualquiera puede verifi-
car la correccién del programa que realiza los calculos (o disenar el suyo propio).
Y estos programas se han compilado y ejecutado en distintos ordenadores y plata-
formas.

Aun asi, siempre queda la duda, ;no? Pero dado el espectacular papel que
empieza a desempeiar el ordenador en estos menesteres... quizas es hora de cam-
biar nuestra concepcién tradicional de demostracion matemaética.
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