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Es por todos bien conocido que el célculo de una integral definida resulta
un problema sumamente familiar para cualquier estudiante de un primer
curso de ciencias o ingenieria. Por otro lado, también es sabido que los orige-
nes de tal problema se remontan a los de las propias matematicas, pues el
mismo esta conceptualmente ligado al célculo de un area plana, estando tal
cuestién ya presente entre egipcios y griegos (Método de exhaucién de
Arquimedes). Con todo, es a partir del siglo XVI cuando la integracion numé-
rica, entendiendo como tal el estudio que permite determinar el valor numéri-
co de una integral, desarrolla una gran abundancia de métodos. Estos inclu-
yen, entre otros, el caso del teorema fundamental del célculo, series infinitas,
relaciones funcionales, ecuaciones diferenciales y transformadas integrales.
Junto a otros, tenemos los métodos de integracion aproximada, basados en las
férmulas de cuadratura y donde una integral se aproxima por una combinacion
lineal de valores del integrando. A saber:

1H=[2 FOOde = A f(xp) v+ Ag f () =1 ()

En la férmula anterior, x;,..., x, son las abscisas o nodos de la férmula de
cuadratura I,(f) y Ay, ..., A, sus correspondientes coeficientes o pesos. Asi,
para cada n natural fijo, se dispone de 2n parametros que habran de seleccio-
narse adecuadamente de modo que I,(f) proporcione una estimacion razona-
ble de I(f). Por ejemplo, en caso de que [a,b] sea finito, tomando los nodos
igualmente espaciados, es decir: x; = a +(-Dh, j=1,..,n, con h= Itl’_;f (n>1) surge,
a partir de consideraciones geométricas elementales, la bien conocida regla
trapezoidal donde A} = A, = 121— y Aj =h;j=2,..,n-1. Ahora bien, cuando el inte-
grando presenta singularidades préximas al intervalo de integracion

X
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(piénsese por ejemplo en el calculo de I,I

la evaluacion de f(x;) para cierto x; puede resultar problematica. De aqui que
se considere conveniente trabajar integrales de la forma

b
Ly (=], fOWEdx (1.2)
donde se supone que f es suficientemente suave, concentrandose las singulari-

dades en w(x) (funcién peso), la cual supondremos no negativa en el interva-
lo de integracién. Escribiendo:

Las matematicas del siglo XX 323



L(D-], FOwEOdx~3. Ay fx) =Ty () 13

vemos que los coeficientes Ay, ..., A, dependen, en general, del peso w(x), el
cual supondremos fijo, pudiendo f(x) variar.

Antes de proseguir creemos obligado reflexionar sobre el siguiente aspec-
to: Con la gran cantidad de métodos existentes (algunos muy sofisticados)
para calcular integrales, ;vale la pena realmente profundizar en el estudio de
las férmulas I,(f) del tipo (1.3) (bastante elementales y primitivas)? La res-
puesta es muy simple: los procedimientos matematicos sofisticados no siem-
pre funcionan y aun haciéndolo, puede que no resulten apropiados desde un
punto de vista computacional.

Asi, consideremos por un momento el teorema fundamental del calculo
que permite escribir j';’ JSEw)dx = F(b) - F(a), siendo F una primitiva de
SEWE).

Sin embargo, todos sabemos que el proceso de integracién conduce a
menudo a nuevas funciones trascendentes, a veces muy enrevesadas (intente
el lector calcular una primitiva de f(x)= i L T

+ X

cil evaluacion y haciendo que métodos que aparentan ser exactos en la super-

) involucrando funciones de difi-

ficie, se conviertan en “aproximados” cuando descendemos a las profundida-
des de los procesos numéricos efectivos. Dicho esto, surge de inmediato, la
siguiente cuestion: dada una féormula de cuadratura [,(/)= X Aj f (xj), qué cri-
terio seguir en la eleccion de los parametros xp , ..., X, y Ap,...A, de forma que
I,(D proporcione una estimacion razonable de I,(f) = | 5 JSx)w(x)dx . Teniendo
en cuenta que toda funcién continua se puede aproximar uniformemente por
polinomios en [a,b], parece apropiado utilizar el criterio que determine
X1 e X Y Ap,...,Ap de modo que la correspondiente cuadratura [,(f), integre
exactamente polinomios del mayor grado posible. Esto conduce a un sistema
no lineal de 2n ecuaciones con 2n incognitas. A saber:

3 A ) =] feowedx ; k-0, 1,., 2n-1.
J=1 a

Introduciendo el polinomio Q, (x) que tiene por ceros los nodos
X1 ,..., Xp, $€ comprueba que satisface la siguiente relacién

. Qu GOx wedx =0; 20LL, el

o dicho con otras palabras, Q, (x) es ortogonal a cualquier polinomio de grado
n-1 con respecto al producto interior inducido por w(x), esto es,

B = | " A0g@W@dx.

La relacion existente entre polinomios ortogonales y formulas de cuadratura
ha facilitado un desarrollo inusitado de éstas en los dltimos treinta afios, tanto
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desde un punto de vista cualitativo (propiedades de convergencia, teoremas
de caracterizacién) como computacional (célculo de nodos y pesos, estima-
cion del error, etc...). Para mas detalle, puede verse el trabajo de W. Gautschi

({1D.

Integrandos peridédicos

Supongamos ahora que en lugar de la integral I, (/) dada por (1.2) estamos
interesados en estimar el valor numérico de

I6(N =] A(8)5(6)d6, a=0, b=2n @)

siendo funa funcién periédica de periodo 2r en [0,2%) y 6(6) una funcién peso
no negativa en dicho intervalo. Integrales del tipo (2.1) surgen de modo natu-
ral, por ejemplo, en la solucién de ciertos problemas de frontera sobre la cir-
cunferencia unidad.

Para la aproximacion de (2.1) de nuevo proponemos una foérmula de cua-
dratura del tipo

L= _i} A f8); 8#6y, sij=k; 6;€[0,2m) 2.2)
]:

pero ahora exigiendo que en lugar de integrar exactamente polinomios alge-
braicos, integre polinomios trigonométricos de grado k:

T(®) =aj+ ,ﬁz aj cos (j6) + b; sen (j6) 2.3)

siendo k un entero no negativo (dependiendo de n) lo mas grande posible.
Esto viene justificado por el hecho conocido que toda funcién peri6édica y con-
tinua en [0,21) puede aproximarse uniformemente por polinomios trigonomé-
tricos.

Pasando del intervalo [0,2n) a la circunferencia unidad que denotaremos
por T= {zeC, IzI=1} y de los polinomios trigonométricos (2.3) al espacio de
polinomios de Laurent

q S
P<q, Ap q ={L(2) = ,gp o2 ; oeC} 2.4

podemos reformular nuestro problema en los siguientes términos:

“Dada una integral sobre T, [;()= jab f(ei®) 5(0) db, (a=0, b=2r) determinar n
puntos distintos sobre T; zj ; k=1,...,n y n pesos Ay, k=1,....,n de modo que se
cumpla:

D=1, O =j=§1 ML(z) VL€ A g @2.5)

k entero no negativo, tan grande como sea posible”.

Aqui estamos suponiendo que las integrales ; = Lb eli® 5(0) do, (a=0, b = 2x)
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existen y son facilmente computables V j € Z (obsérvese que i = uj). En el
libro clasico de integracion numérica de V. I. Krylov ([5]) se da una respuesta
al problema anterior para el caso particular de la funcién peso ¢ ©) =1. Se
puede ver que el mayor valor de k=k(n) alcanzable es n-1, siendo los nodos z;
las raices enésimas de la unidad (o rotaciones de éstas), mientras que los
pesos A; son todos iguales, es decir: A; =2n—7c ; j=l,...n

Es facil comprobar que la férmula I, (/) asi obtenida coincide con la regla
trapezoidal aplicada a la 1ntegral_[ f(e‘e) de, (a=0, b=2r). Esto en cierto modo
explica los buenos resultados numéricos que se obtienen cuando se utiliza la
regla trapezoidal para integrandos periédicos continuos. Con todo, la obten-
cién de la férmula I, (f) para 6(0)=1 depende fuertemente de las propiedades
de las raices de la unidad. Cabria preguntarse como proceder cuando c(0) sea
una funcién peso arbitraria. Esto nos lleva al concepto de para-ortogonalidad
que veremos a continuacion.

Polinomios para-ortogonales

Teniendo en cuenta la relacién existente entre férmulas de cuadratura y
polinomios ortogonales para intervalos de la recta real, parece l6gico pensar
que los polinomios ortogonales sobre la circunferencia unidad o polinomios
de Szegb jugasen un papel similar. Sin embargo, aparece un hecho que cambia
por completo el panorama. En efecto, sea p(z) el enésimo polinomio de Szegd
para 6(0) es decir, p,(2) es el polinomio de grado n, el cual, salvo factor mul-
tiplicativo, viene caracterizado por:

Pp (z),zj)G=Jab py (€) e 5 (6)d6 = 0; (a=0, b=27), j=0,1,...,n-1.

Se sabe que los ceros de p,(z) se encuentran todos en el interior de la cir-
cunferencia unidad. Por tanto no pueden usarse como nodos en la formula

I, (N.

Esto llevo a Jones, Njastad y Thron en el afio 1989 (véase [4]), a las siguien-
tes consideraciones, movidos por la necesidad de determinar formulas de cua-
dratura sobre la circunferencia unidad, para intentar resolver el llamado pro-
blema trigonométrico de los momentos de gran interés en el procesamiento de
senales digitales. Asi, introduciendo el polinomio reciproco de p;, el cual viene
dado por,

*0)\_ 1
P (@)=z" Pn(?)’
esta claro que si p, (z) tiene sus ceros en el interior de la circunferencia uni-

dad, p,* (2) los tendra en el exterior de la misma; de modo que diversos expe-
rimentos numéricos permiten conjeturar que los ceros de

Pn(@) + pn*(@ (Il =1)
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debian estar sobre T. Esto fue probado por los autores anteriores en [4].
Ademas, si z7 ,..,z, son los ceros de

Xa(@) = pp(@ +1pp* (@ (Il =1),

se pueden determinar nl’lnmeros positivos )”j ,j=1,..,n, de modo que la férmu-
la de cuadratura I,(/) = :ZI f(z)) sea exacta en el espacio de los polinomios de
Laurent A ) .1 , N0 existiendo férmulas de cuadratura del tipo anterior con
nodos sobre T que sean exactas ni en A .1y, ni €n A oy . Los polinomios de
la forma

Xn(@) = pp(2)+1py*(2)  (Itl=1),

se denominan para-ortogonales pues satisfacen las condiciones de ortogonalidad

Xn(@,2)g = 0; j=1,..n-1;

representando el sustrato teorico sobre el que, en nuestra opinion, debe sus-
tentarse el estudio de las férmulas de cuadratura sobre la circunferencia uni-
dad, tema de investigacion incipiente (véase [2] y [3]) pero de gran interés y
aplicabilidad.

A modo de sencillo ejemplo ilustrativo, consideremos el caso de la funcién
peso 6(0)=1 comprobandose facilmente que p,,(z) =z" y por tanto p,*(z)=1. Asi
pues, los polinomios para-ortogonales vendran dados por

X (@) = pp(@) + 1py*(2) = 2" +1, (I71=1),

cuyos ceros son la raices enésimas de -t, con lo cual, recuperamos de forma
directa e inmediata las férmulas introducidas en la Seccién 2 (témese T = -1).
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