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Resumen
En este trabajo se realiza un analisis computacional comparativo de algoritmos tipo
simplex para resolver problemas de caminos minimos. Los métodos elegidos tienen la misma
complejidad computacional (la mejor cota fuertemente polinomial para el caso general) y han
sido aplicados a un mismo conjunto de problemas.
Abstract
In this paper a comparative computational analysis of shortest path algorithms is
made. The chosen methods have the same computational complexity (the best polynomial
strongly bound for the general case) and they have been applied to the same set of problems.

Palabras Clave: Problemas de caminos minimos, algoritmos tipo simplex, analisis
computacional.

1. Introduccién

Entre los problemas estudiados en Programacion Combinatoria (y, por extension, en
Investigacion Operativa), los de caminos minimos ocupan un lugar preponderante por su
importancia practica y por la amplia gama de procedimientos que se han propuesto para
resolverlos (ver, por ejemplo, Ahuja et al. [1]). Una version sencilla de este problema plantea
la determinacién de caminos de longitud minima entre un determinado vértice (fuente) y el
resto de los n—1 vértices de una red con m aristas (caso no dirigido) o m arcos (caso
dirigido).

Entre los algoritmos propuestos para resolverlo en la literatura especializada, se puede
hacer una clasificacion distinguiendo entre métodos de etiquetas (label methods) y métodos
tipo simplex (shortest path simplex methods). En el primer grupo se asocian etiquetas
provisionales a los vértices que son cotas superiores de la distancia del correspondiente
camino minimo desde el vértice fuente. En este grupo se pueden distinguir entre algoritmos
de fijacion de etiquetas (label-setting), en los que se convierte en permanente la etiqueta de
uno de los vértices en cada iteracién, y los métodos de correcciéon de etiquetas (label-
correcting) en los que las etiquetas usadas son provisionales hasta finalizar.

El representante genuino de los métodos de fijacion de etiquetas es el algoritmo de

Dijkstra [7]. Este método, con complejidad O(nz), sélo resuelve problemas de caminos

minimos para redes con longitudes no negativas sobre los arcos.
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Entre los algoritmos de correccion de etiquetas sobresale el método de Bellman-Ford-
Moore ([3], [8] y [13]) el cual resuelve problemas de caminos minimos sobre redes con

longitudes negativas (detectando, en su caso, circuitos con longitud negativa). Su complejidad

es de O(nm) (la mejor cota fuertemente polinomial para el caso general).

La formulacion de los problemas de caminos minimos como problemas de
Programacion Lineal ha motivado la aparicion de distintos procedimientos tipo simplex (ver,
por ejemplo, Dantzig [6], Minty [12], Cunningham [5], Orlin [14], Akgiil [2], Goldfarb, Hao
y Kai [9, 10],...). Hay que destacar que Goldfarb y Jin [11] introducen el primer algoritmo

tipo simplex que se ejecuta en un tiempo de O(nm).

En esta linea de trabajo, Sedefio-Noda y Gonzalez- Martin ([15] y [16]) han propuesto
dos nuevos métodos que utilizan, respectivamente, una nueva regla de pivotaje basada en el

concepto de vértice pseudo permanentemente etiquetado y una nueva regla de pivotaje

multiple. Ambos procedimientos tienen también una complejidad de O(nm).

En este trabajo haremos un estudio comparativo que involucra a los métodos de
Goldfarb y Jin y de Sedefio-Noda y Gonzélez Martin. Después de esta introduccion, haremos,
en el apartado 2, la formalizaciéon del problema e introduciremos los conceptos y las
propiedades basicas necesarias para plantear un algoritmo tipo simplex genérico. En los
siguientes apartados introduciremos de forma resumida los métodos mencionados y, por

ultimo expondremos el correspondiente estudio computacional comparativo.

2. Elementos basicos, formulacién y algoritmo genérico

Sea R=(V,A) una red dirigida donde V = {l,...,n} es el conjunto de vértices y 4 es el
conjunto de m arcos. Para cada (i,j)e 4, sea ¢, € R su longitud. Un camino dirigido (a

partir de ahora, camino) desde un vértice i a un vértice j permite ir desde el primer vértice al
segundo recorriendo una serie de vértices (que no se repiten) y un conjunto de arcos. La
longitud de un camino es la suma de las longitudes de sus arcos.

En la version que estudiamos, distinguimos un vértice s (vértice o nodo fuente) en la red.

El problema de caminos minimos se plantea entonces como el de encontrar caminos de

longitud minima entre s y cualquier otro vértice i € V\{s} 0, en su caso, detectar un circuito

(un camino que empieza y acaba en un mismo vértice) de longitud negativa.
Denotamos  por I, ={jeV|(j,i)e 4} y Ii={jeV|Gj)ed} VieV,

respectivamente, los conjuntos de vértices predecesores y sucesores de un vértice dado.
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Si x, es el flujo asociado con cada arco (i,j), b, =1-ny b,=1, VieV\{s} son las

disponibilidades en los distintos vértices, el problema descrito previamente admite la

siguiente formulacion:

min ¢(x) = Z C;X;

(0>
s.a: ) x,— . x,=b,VieV (SPP)
jer; et

x, 20, V(i, j) € 4

Este problema es un caso particular del problema de flujo de costo minimo y, por tanto, su
resolucion se puede afrontar con el método simplex para redes. En este caso las soluciones

bésicas son arboles generadores no degenerados 7' 4 de R (es decir, x; >0, V(i,j)eT)y,

por tanto, el método simplex para redes no ejecuta pivotajes degenerados. Ademas, cada arbol
generador factible contiene caminos dirigidos (Unicos) desde s (considerado el vértice raiz) a

cualquier otro vértice (directed out-spanning trees). En esta clase de arboles cualquier vértice
ieV\{s} tiene un Gnico predecesor, (pred,), y, por ello, el grado de entrada de cualquier
vértice distinto de la raiz es igual a uno. Denotamos por B,(T) al conjunto de vértices
pertenecientes al tinico camino sobre 7 desde s hasta i, VieV .

Dado un arbol basico 7, se le puede asociar una solucion dual 7, (T ), VieV , haciendo
7 (T)=0 y forzando la verificacion de la ecuacion ¢, —7,(T)+7,(T)=0 V(i,j)eT. Los
valores 7, (T) son denominados potenciales de los vértices y cada uno de ellos es el valor
negativo de la distancia sobre 7T desde s al correspondiente vértice. Por tanto d (T') = —x,(T)
sera la distancia del vértice i, VieV . Por otro lado, definimos los costos relativos como
¢;(T)=c;+d(T)-d(T), V(i,j)e 4.

Es conocido (ver, por ejemplo, Ahuja et al. [1] y Goldfarb et al. [9]) que cualquier solucién
factible para el problema de caminos minimos es un punto extremo del poliedro definido por
las restricciones de (SPP) y que cada punto extremo de dicho poliedro tiene asociado un
unico arbol generador de los descritos previamente (directed out-spanning tree). Sélo a este
tipo de arboles nos referiremos en el resto del trabajo.

Notaremos por C(T)= )" c,x, al valor de la funcién objetivo correspondiente a un
@ReTe -

arbol 7. Ademés, VieV , D,(T) contendra los vértices que estan en los diferentes caminos
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dirigidos desde i hacia otros vértices de V sobre T. Por tanto, ieD,(T) y, como

consecuencia, |D, (T )] 2l 'Yrep.
Propiedad 1

i) v(i,j)eT, x;= ID}. (T )I ya que, necesariamente vieV,

X pred,j = Z Xy +1 :lD.i (T)I

{k/(j.k)eT}
ii) Si Tu{(i,j)} tiene un circuito, entonces ¢, (7)= c;+d,(T)-d,(T) es la

longitud de dicho circuito.

Como consecuencia de esto C(7)= Z ¢ 'DJ. (T )'

(i.j)eT
Al aplicar el Método Simplex para Redes, a partir de un arbol basico T se selecciona un arco

no basico (i, /) con ¢, (T)<0. Pueden suceder dos casos:
1) SiieD, (T ) , entonces existe un circuito de longitud negativa.
ii) En otro caso, (i, /) se convierte en basico y el arco ( pred,, j ) deja de ser basico.

Para el nuevo érbol, las etiquetas distancia se actualizan sélo cambiando d, (T')

por d,(T)+¢,(T), Yke D,(T).

Un esquema del citado algoritmo es el siguiente:

Algoritmo Simplex Genérico (SG);
Sea T un drbol bésico inicial;
Calcular las etiquetas distancias d,(T), VieV ;
Mientras exista un arco (i, j) € A\ T con ¢,(T) <0, Hacer
Selecciona un arco entrante (i, j) con ¢,;(7) < 0;
Si (i e D,(T)), Entonces Parar, T U{(i, j)} contiene un circuito de longitud
negativa
En Otro Caso
T =T (63} \{(pred, )}
Para todo k € D,(T), Hacer d,(T)=d,(T)+¢;;

Este método concluye con un arbol 6ptimo 7" o detectando un circuito de longitud

negativa. La aplicacion eficiente requiere ejecutar adecuadamente las etapas de actualizacion
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de etiquetas y la deteccion de circuitos negativos. Precisamente, la fijacion de determinadas
estrategias o procedimientos para llevar a cabo las operaciones correspondientes, conduce a

distintos algoritmos con diferentes 6rdenes de complejidad computacional.

Nota. Suponemos que en las redes que manejamos existen caminos dirigidos desde s a
cualquier otro vértice i eV \{s}. Si esto no es cierto, afiadimos, cuando es necesario, arcos
artificiales (s,i) de longitud infinita. Si estos arcos aparecen en la solucién Optima, el

problema es no factible.
La definicion y las propiedades siguientes aparecen en Goldfarb et al. [9].

Propiedad 2. En una secuencia de pivotajes con los drboles basicos T,,T,,...T.,T", se

verifica que d (T)) = d (T,

+1

), VieV,Vie{0,1l,..r}.

Definition 1. Dado un arbol basico T, un vérticei € V' esta permanentemente etiquetado en T
si d(T)=d(T").

Propiedad 3. Si i estd permanentemente etiquetado en T pero j no y, ademds, (i,j)eT",
entonces:

(1) ¢;(T) <0

(2) Si G no tiene circuitos negativos, entonces ¢,(T) <¢,(T), Vkel;.

Propiedad 4. Si j esta permanentemente etiquetado en T, entonces ¢,(T)=>0, Vkel'}.

La inversa de la propiedad 3 no es cierta. Esto motiva la siguiente definicion que aparece en
Sedefio-Noda y Gonzalez-Martin [16]:
Definicion 2. Un vértice j €V estda pseudo permanentemente etiquetado en T si, y solo si,
c.(T)=0, Vkel, Viij(T).

A partir de la definicion 2 es evidente que un vértice j €V esta pseudo permanentemente

etiquetado si, y solo si, todos los vértices del camino sobre 7 desde s a j estan pseudo

permanentemente etiquetados.
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3. Método Simplex con pivotaje miltiple

Este método, propuesto por Sedefio-Noda y Gonzalez-Martin [15], ejecuta O(n) pivotajes
multiples con una complejidad total de O(nm).

Es conocido que dos arboles Ty 7' son adyacentes cuando difieren en un arco, es decir,
cuando tienen n—2 arcos en comun. Por tanto 7' puede obtenerse a partir de T realizando

una operacion de pivotaje sobre el arco (i, j) e T'\T .
Cuando 7'y T" difieren en los p <n arcos: (i,j,),...,(i,,],), se verifica la propiedad

siguiente (Sedefio-Noda y Gonzalez Martin [15])

Proposicion . Si Ty T"difieren en los arcos (i, j,), ..., (i,,],), entonces:
(1) Gisjy), - (i, J,) no contienen circuitos

(2) j, # J, severifica, Vu,ve {1,...,p} con u#v

(3) Estos arcos definen la secuencia mds corta de pivotajes necesarios para obtener T a
partir de T, siendo irrelevante el orden en que estos pivotajes son ejecutados.
Esta proposicién indica que para obtener un arbol éptimo 7° desde un arbol 7, son

necesarios un numero p <n de pivotajes sobre los arcos (i, j,),....(i,,j,), verificando las
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pivotaje multiple.
Sin embargo, (cuales son los arcos que se deben seleccionar? La respuesta tiene la misma

dificultad que la resolucién del problema en estudio. No obstante, la proposicién anterior
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permite identificar conjuntos de arcos que mejoran la funcién objetivo del problema cuando
participan en un pivotaje multiple. Al respecto, en [15] se hace un estudio pormenorizado de

distintas opciones de que conducen al siguiente procedimiento de seleccion de arcos:

Procedimiento Identificando_Arcos_Entrantes (i, C);
Visitado = Visitado +1;
Mejor, = Null ;
Min, =C;
Para todo j € I, Hacer
Si ¢,(T) < Min, Entonces
Min, =¢,(T);
Mejor, = j
Para todo j e T," Hacer

Identificando _Arcos_ Entrantes (j, Min,)
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Este procedimiento recursivo genera un vector de punteros, Mejor, que permite identificar

los arcos (Mejor,,i) para ser convertidos en basicos aplicando la regla:

Sic, (T)< j,es,lkrzr){o’c’*’ i (T)} entonces el arco (1,(, ]k) es seleccionado para un pivotaje

multiple

El siguiente algoritmo hace uso efectivo del procedimiento anterior:

Algoritmo Simplex con Pivoteo Muiltiple (SPM);
Sea T un édrbol bésico inicial;
Calcular las etiquetas distancias d,(T) para todo i eV ;
Optimo = Falso; k = 2;
Mientras (k£ <n ) y no (Optimo), Hacer
Visitado = 0; Identificando Arcos_Entrantes(s, 0);
Si (Visitado < n), Entonces Parar: G contiene un circuito negativo;
En Otro Caso
Pivoteos = 0;
Para todo i € V Hacer
Si Mejor, <> Nulo , entonces
T =T +{(Mejor, i)} - {pred,, i} ; Pivoteos = Pivoteos + 1;
Si (i == s) o (Pivoteos > n — k), Entonces Parar: G contiene un
circuito negativo;
Si (Pivoteos == 0), Entonces Optimo = Verdadero;
Calcular las etiquetas distancias d,(T') para todo i€V ;
k=k+1;

El algoritmo anterior implementa un regla de seleccion de arcos que es una modificacion
de la regla de pivoteo inward most negative (IMN) (entrante mas negativo) analizada por
Cunningham [5] y Goldfarb et al [9]. Ademés, en Goldfarb y Jin [11], también se introduce
una version de la regla de pivoteo IMN donde el orden en el que se examinan los nodos es el
denominado preorden inverso. Si en el anterior algoritmo incluimos adecuadamente esta regla

obtendremos el método de Goldfarb y Jin [11] denominado como G&J.

4. Método Simplex con una nueva regla de pivotaje

Para un arbol 7, sea L(T ) el conjunto de nodos pseudo permanentemente etiquetados. Se

tiene, entonces, una particion el conjunto de vértices en los subconjuntos L (T ) yL (T )
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VieL(T), sea L(T)={jel; LT} y (j.i)=argmin{c,(T)|j € L(T)}. Notamos
por H(T) = {i e L(T)|2,(T) < 0}.

Se demuestra en [16] (lemas 1 y 2) que si la red no contiene circuitos negativos y se
ejecuta un pivotaje simplex sobre un arco (;°,i) con i e H(T), entonces al menos un vértice
de H(T) se convierte en pseudo permanentemente etiquetado y al menos un vértice de H(T)
se convierte en permanentemente etiquetado. Ademas (ver lema 3 de [16]), los conjuntos

L(T) y H(T) permiten detectar la presencia de circuitos negativos.

El uso efectivo de los conceptos y resultados anteriores motivan el siguiente algoritmo:

Algoritmo Simplex Eficiente (SE)
Sea T =T el arbol bésico inicial; k = 2;
Calcula las etiquetas distancias d,(T) para todo i€V —{s} con d(T):=0;
Sea L(T') el conjunto de nodos pseudo permanentemente etiquetados;
L(T)=V\LT);
Mientras (k < |L(T)| < n ), Hacer
Para todo i € L(T), Hacer (j,i) = arg {EI(T) = min {Eﬂ(T) lje Ll}};
Sea H(T) = {i € L(T) | &,(T) < 0} ;
Si (|H(T)| = @), Entonces Parar: G contiene un circuito negativo;
En Otro Caso
Para todo i € H(T), Hacer
T=T+ {(],z)} —{pred,,i};
Calcula las etiquetas distancias d,(T') para todo i eV —{s} con d(T):=0;

Sea L(T) el conjunto de nodos pseudo permanentemente etiquetados;

(1) =V \ K(T);
k:=k+1;
Si (|L(T)| < k), Entonces Parar: G contiene un circuito negativo;

En Otro Caso 7 es un drbol éptimo;

Nota: Se demuestra en Goldfarb y Jin [11] y en Sedefio Noda y Gonzalez-Martin [15] y [16]

que los algoritmos G&J, SPM y SE, respectivamente, se ejecutan en un tiempo O (nm).

5. Analisis computacional comparativo
En lo que respecta al experimento computacional que hemos realizado, hemos de indicar
que los algoritmos SPM, SE and G&J han sido escritos en C++ y ejecutados sobre Red Hat

Linux en un ordenador con procesador ADM Athlon a 1,41 GHz. Los problemas tests se
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obtuvieron mediante el generador SPRAND desarrollado por Cherkassky et al. [4] utilizando

los siguientes parametros de las redes: el niumero de nodos ne{lOOO,ZOOO,...,lOOOO} , el
nimero de arcos m € {5n,50n,500n} y la longitud de los arcos uniformemente distribuida en

el intervalo [0,/] con /e{10,100,100000,100000000}. Para cada combinacién de los

parametros de redes anteriores (120), se generaron diez réplicas usando las siguientes
semillas: 12345678, 36581249, 23456183, 46545174, 35826749, 43657679, 378484689,
23434767, 56563897 y 78656756. En total se han estudiado 1200 problemas.

En la Tabla 1 se muestran el numero de nodos (»), el tiempo de CPU en segundos y el
numero de pivoteos realizados por los algoritmos, promediados en el nimero de réplicas y en

las longitudes maximas de los arcos y agrupados seglin el cociente m/n.

5<mi/n <25 35<m/n <50 150 <m/n <450

SE SPM G&J SE SPM G&J SE SPM G&J
n__|CPU_Pivoteos | CPU_Pivoteos CPU_Pivoteos | CPU_Pivoteos | CPU_Pivoteos CPU_Pivoteos | CPU_Pivoteos CPU_Pivoteos CPU_Pivoteos
1000{ 0,03 2591,58] 0,03 2246,63| 0,03 2413,83] 0,06 3219,14[ 0,05 2726,72] 0,05 232025 0,64 3074,73] 0,53 253501 0,43 2078,01
2000] 0,08 5394,67| 0,05 461498 0,08 5193,89f 0,20 6750,07) 0,15 5591,08 0,16 5047,11f 1,55 6791,46f 1,23 5522,21| 1,02 447483
3000] 0,15 826046/ 0,10 7079,88f 0,19 8212,82f 0,40 10384,18] 0,29 8524,59| 0,32 7969,28 2,46 10666,71] 1,98 8659,54] 1,67 690938
4000( 0,25 11118,78 0,16 9492,07) 0,32 11249,54] 0,64 13952,73 0,44 11383,30| 0,52 10693,18] 3,46 14725,61 2,78 11955,3] 2,37 953297
5000{ 0,39 14222,53] 0,23 12117,16] 0,51 14472,47 0,92 17973,00[ 0,62 14569,96| 0,77 13879,33| 4,54 18871,86| 3,63 153378 3,09 12142,16|
6000 0,54 17269,78| 0,32 14668,02) 0,74 17680,98] 1,22 21715,18| 0,82 17616,69] 1,05 16768,76| 5,72 23475,50 4,57 18936,9| 3,89 15228,04
7000] 0,73 20777,70) 0,41 17516,77| 1,02 21841,42 1,60 26156,62] 1,03 20939,50| 1,42 20822,49| 6,88 27654,41| 5,43 22318,8| 4,69 17788,16|
8000 0,93 24031,59f 0,50 20158,30{ 1,30 24499,58] 1,97 30831,70| 1,24 24531,09] 1,79 24209,95| 8,18 32425,71| 6,43 26111,4] 5,63 20820,83]
9000] 1,11 26399,20f 0,60 2229540 1,59 27199,32] 2,33 33994,95| 1,44 27250,47| 2,10 26535,39] 9,29 36327,57| 7,32 29363,5| 6,41 23362,79)
10000] 1,38 30230,11] 0,71 25256,61] 2,02 31886,49] 2,79 39003,28| 1,66 30973,48] 2,59 31267,38{10,65 40954,42| 8,32 33042,5| 7,48 26085,39)

Los criterios de clasificacion utilizados son el tiempo de CPU y el nimero de pivoteos. El

sentido decreciente de ambos implica mayor eficiencia.
Si entendemos que a medida que crece el cociente m/n las redes tienen una mayor

densidad, podemos clasificar los problemas del estudio en poco densos (primera columna),
medianamente densos (segunda columna) y muy densos (tercera columna). Un simple estudio
descriptivo revela que para redes densas y medianamente densas el tiempo de CPU utilizado
por SPM es menor que el utilizado por SE y por G&J. Por tanto, para estos casos SPM es el
algoritmo mas eficiente. Este comportamiento de SPM se reproduce también para el niimero
de pivoteos sobre problemas poco densos. Ademas, para redes poco densas, el método SE
mejora a G&J, respecto al tiempo de CPU y el numero de pivoteos, cuando crece el nimero
de vértices. También se observa que, para redes muy densas, el orden decreciente de

eficiencia de los algoritmos, en relacion con los dos criterios, es: G&J, SPM y SE.
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