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RESUMEN 

En este trabajo se establecen algunos desarrollos en serie de cocientes y 

logaritmos de funciones de Bessel-Clifford, asf coma de la funci6n modificada 

de Bessel de primera especie, aptos para el calculo numerico. 

ABSTRACT 

In this work we establish some series expansions of quotients and 

logarithms of the Bessel Clifford functions and of the modified Bessel 

function of the first kind. These expansions are suitable for the 

numerical calculus. 

INTRODUCCION 

Algunos desarrollos en serie de inversas, cocientes y logaritmos de 

funciones de Bessel de primera especie Jv(x) de argumento real positivo y de 

orden v~O, asf coma de potencias e integrales de los mismos, fueron obtenidos 

en varios trabajos por E. Brixy ([l],[2],[3]). estableciendose unas relaciones 

de recurrencia para el calculo de los correspondientes coeficientes de los 

citados desarrollos. En el presente trabajo y siguiendo la misma tecnica de 

Brixy se infieren similares desarrollos relativos a las funciones modificadas 

I)x) de Bessel de primera especie. Son deducidas asfmismo analogas 

expresiones para un tipo de funciones afines denominadas de Bessel-Clifford, 

estudiadas profundamente en una serie de trabajos por N. Hayek, entre los que 

destaca especialmente el resenado en la bibliografia , las cuales presentan 

indudables ventajas sobre las de Bessel en muchos campos te6ricos y de 

aplicaci6n (vease [4]) . Un cambio de variable derivado de la intima conexi6n 

entre ambos tipos de funciones de Bessel y de Bessel-Clifford permite la 

rapida obtenci6n de desarrollos similares para las de Bessel-Clifford de 

primera especie Cv(x) a partir de los deducidos por Brixy para las Jv(x). 

Debe senalarse al propio tiempo, que la aplicaci6n de este cambio de 

l I 3 

©
 D

el
 d

oc
um

en
to

, d
e 

lo
s a

ut
or

es
. D

ig
ita

liz
ac

ió
n 

re
al

iz
ad

a 
po

r U
LP

G
C

. B
ib

lio
te

ca
 U

ni
ve

rs
ita

ria
, 2

01
7



variable pone claramente de manifiesto que todas y cada una de las expresiones 

originarias de los desarrollos de Brixy para las J (x) 
v 

representan 

esencialmmente expresiones que se refieren a funciones de Bessel-Clifford 

C)xl de primera especie, dandose lugar a unas mismas tablas para el calculo 

de los respectivos coeficientes, tablas que se reproducen nuevamente aqui, si 

bien algo mas ampliadas que las que figuran en Brixy [l]. 

1. DESARROLLO EN SERIE DE EXPRESIONES QUE CONTIENEN 

FUNCIONES MODIFICADAS DE BESSEL DE PRIMERA ESPECIE 

Se supone en este apartado que el argumento de las lv(x) es real y 

positivo y que v:!=O. 

1.1 Desarrollo de la funci6n fil x 
1 

fCV+T) 
v 

Partiendo del desarrollo 

primera especie [5,p. 77] 

en serie de la funci6n modificada de Bessel de 

v+2r x 
IX) 2 

1v(x)= l r r+l r v+r+l 
0 

puede escribirse 

donde 

con 

w=r(v+l) f 1 ~( -~_..l....,...2r--= f Ar (~2 ) 2r 
L r<v+r+ll r(r+ll L 
1 1 

r(v+ll 
\= r(v+r+1 > r(r+U' 

Como, por otra parte, la serie: 

(1.1) 

1 l-w+w2-... (1 2) r(v+l)I (x) l+w . 
v 

converge absolutamente para todos los valores reales de w tales que o~ I w I <p<l, 

sigue de (1.1) y (1.2) que: 

es decir: 
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A A A 2 

-r-(1~)-r~~v-0 +-1~)+(nur~~+l)+r(2)r~~+2)) (-+) + ... 

y par tanto: 

teniendose 

k-1 A 
A =-r(v+l) \ vk _ r(v+l) 

Vk A~l r(k-A+ 1 )r(v+k-"A+l) r(k+l )r(v+k+l) 

k=2,3, ... 

En particular, 
k-1 

para v=O, 
A 

resulta: 
k-1 A Or Or 

0, 

AOk= - L - ---= - E ----
r=l (r(k-r+l)) 2 r 2(k+l) r=l ((k-r)! )2 (k! )2 

lo que proporciona el siguiente desarrollo: 

1)x) =1-(+J2++(-+J4-~~(+)°+ l~~ (+J8+ . . . 

Asimismo, para v=l, se infiere: 
k-1 A 

Alk= - L r(k-r+~lf(k-r+2) r(k+Ur(k+2) 
r=l 

que da lugar a: 

1 
I (x) 

1 

1 ( x ) 
2 

1 ( x ) 
4 

7 ( x ) 
6 

31 ( x ) 
8 

l--z z- +6 z- 144 z- ~ z- + ... 

1.2 Desarrollo de la funci6n 

x 
2 1v-1(x) 

f(v+l I x 
v 

Si se escribe 
2A 

x 
I (x) x 

2 ao 2 v-1 

At 
r v+ 1 )I x l+w r A+l f V+A 

v 
donde w es coma en el apartado anterior, sigue de (1.2) y (1. 7): 

x 
2 1v-1(x) ao 

(-+J2k (1-+1<1) - E B r v+ 1 )I x Vk 
v k=O 

Haciendo uso del desarrollo de lv(x) y dividiendo por (-+) v• resulta 

( 
ao ~ 

2

k ) ( ao ( x ) 2k) m q r: 
f(v+l) kt r k~l r v+k J

0
Bv1t Z- =Jo k!r v+k 

(1.3) 

(1.4) 

(1.5) 

(1.6) 

(1.7) 

(1.8) 

Ahora bien, puesto que el termino general de la serie del primer miembro 
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es de la forma: 
8 8 8 8 8 

( 
Vn Vn- 1 VZ V 1 VO ) r l 

un= r(l)r(v+l)+r(2)r(v+2)+ . .. +r(n-l)r(v+n-ltr(n)r(v+n)+r(n+l )r(v+n+l) (v+ ), 

debe ser 

k 
8 vA 1 

Atr(k-A+l )r(v+k-A+l) r(v+k)r(k+l)r(v+l) 

expresi6n que conduce a los siguientes valores de los coeficientes: 

(k=2,3,4, . .. ) 

8 ___ 1_ 
VO r(v) ' 

8 =r(v+l) ( 
Vl 

-1 1 ) 
r(v)r(v+2)+r(v+l)r(v+l) ' 

8 
_ 2v+k+l 1 \·

1 8
vA 

Vk v+l r(k)r(v+k+l)+ A~/(k-A+l )r(v+k-A+l) 

v x 
Z 1v+l (x) 

1.3 Desarrollo de la funci6n r( v+ l I x 
v 

(1. 9) 

(1.10) 

De igual manera que en el caso precedente, si partimos del desarrollo de 

Iv+l (x) y se divide por ( T) ~ resulta: 

[ l 
ZA+ 1 

I ( X) oo X oo Zr 
V+l \ 2 \ A ( x ) (I x I <l) 

r(v+l )Iv (x) Afuo r( A+ 1 )r( v+A+2) r~l r -Z -Z 

Por otra parte, se tiene: 
Zr+l x 

1
v+1(x) 1 

00 2 ( ) 
r(v+lll)xl- l+w Jo r r+l)r(v+r+2) 1+1<1 

infiriendose: 

I ( x) 
V+l 
I (x) 
v 

con coeficientes Cvk que han de ser calculados por la ecuaci6n: 

ZA+l 

m [+( m C ( X ) Zk+l 

A~O f(A+l)f(V+A+2)k~O Vk -z 
x 

1 co 2 
r(v+l)A~o r A+l)r v+A+2) 

de la que se desprende la siguiente f6rmula de recurrencia: 

(l. ll) 

k CVA 1 
f(v+l) J

0 
r(k-A+l) r( v+k-A+l) = r(k+l)r(v+k+2)' k=O,l, 2 •· .. (l.12 ) 

Asimismo, si tenemos en cuenta el valor C -~12 , se deduce de (1.10) 
VO 1 \V+.c.J 

esta otra f6rmula mas c6moda que la anterior: 

c 
Vk 

r(v+l) 

1 k-1 CVA 

= r(v+2)r(k)r(v+k+2) - At r(k-A+l )r(v+k-A+l) • k=2 •3 . ... 
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1.4 Desarrollo de la funci6n r(v:l)lnlrCv+l)I)x)(+)vl 
De la relaci6n [S,p. 79]: 

1 
resulta, al multiplicar por r( v+ 1) 

2(i) ~ 
f(v+l) I (x) 

v 

I + I 
I' V-1 V+l 
v 2 

x 
2 

I ( x) 
v 

(i) 1v-1 (x) (i) 1v+l (x) 
r( v+ 1) -I -(~x~)--+ r( v+ 1) -I -(~x-)-

v v 

Por otra parte, de (1.8) y (1.11) se infiere: 

2 I' ( x) ( )-1 ( ) oo ( ) Zk-1 oo ( ) 2k+l 
r(v+l) l:(x) = 8vo T + Cvo T + ~ 8 vk T + ~ Cvk T 

la cual converge absoluta y uniformemente para Ix I <2. 

Teniendo ahora en cuenta que: 

HIV::)]] 
podra escribirse 

I' (x) 
v 

ITXl v 

v 
x 

_2 ln[~] = k + C (~)\ f (~)2kB + f CVk (~2 )2k+2 
r(v+l) XV VO 2 ~ 2 Vk ~ k+l 

(1.14) 

donde la constante k se calcula mediante la relaci6n que resulta haciendo en 

(1.13) x~. esto es: 

k r(~+l) in[uw Ivx( :l] = n~+ll in[ 1 l 
2vr(v+l) 

habida cuenta de que 

En definitiva: 

I ( x) 
lim _v __ 
x~O V x 

(vO!:::O) 

r(v:l)ln r(v+l)Iv(x) + =Cvo T + l [ ( ) VJ ( ) 2 fl BVkk (-X
2 

) 2k+ 

l 17 

(1.15) 
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2. DESARROLLOS EN SERIE DE EXPRESIONES QUE CONTIENEN 

FUNCIONES DE BESSEL-CLIFFORD C (x) DE PRIMERA ESPECIE 
v 

Como en el apartado anterior, se considera v:!::O y los argumentos de las 

funciones reales y positivos. 

1 
2.1 Desarrollo de la funci6n C (x) 

v 
La funci6n Cv(x) de Bessel-Clifford de primera especie y orden v, es 

soluci6n de la ecuaci6n diferencial: 

xy"+(v+l)y'+y=O 

y su relaci6n con la Jv(x) de Bessel, es la siguiente [4,p.79) 

C (x)=x -vlz J (2YX) (2.1) 
v v 

Su propiedad fundamental es la de ser entera para todo v y todo x. 

Poniendo 2Vx en lugar de x en el desarrollo de Brixy [l, p.372): 

J±[
v 

_1_ = r a (~2 )2\l~2 l<U (2.2) 
r(v+l) Jv(x) k~O Vk 

y teniendo en cuenta (2.1), resulta: 

1 03 k 

r(v+l)C (x) = L aVkx (lxl<l) 
V k=O 

cuyos coeficientes avk pueden calcularse par media de las formulas: 

a = 1 a 
VO ' Vl 

r(v+l) 
r(2) r(v+2) 

k-1 (-l/\-la 
k \ v;\ r(v+l) 

(-1) avk r(v+1>L r(k-;\+1> r(v+k-;\+u - nk+n r(v+k+o (2.3) 

A=l 
k=2,3,4, ... 

En particular, para v=O, se tiene: 
k-1 ;\-1 

k k 2-l \ (-l) ao;\ 
aoo=l, ao1=l, ao2= 314• aok (-l) r(k+l)r(k+l) - L r(k-;\+l) r(k-;\+1) 

A=2 

(k=3,4,5, ... ) 

lo que lleva al, desarrollo en serie 

1 3 2 19 3 211 4 1217 5 30307 6 3081553 7 
Cl'X) =l+ 4 x + 36 x + 576 x + 4800 x + 172800 x + 25401600 x + .(Z. 4> 

0 

valido para I x I <i. 

Asimismo, para v=l, sigue: 
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(k=3,4,5, ... ) 

de donde: 

409 6 56197 7 
+ 403200x + 203212800x + . . q x I <l) (2.5) 

C (x) 
1 v-1 

2.2 Desarrollo de la funci6n r(v+l) ---,,C--.-(-x..-)-
v 

Del desarrollo de Brixy (1, p.375]: 

x 
Z JV-l(X) r ( )2k 

r(v+l) J~ (x) =k~Obvk T (ITl<I) 
y analogo procedimiento al utilizado en el apartado 2.1, se tiene: 

1 cv-1 (x) r k 
r(v+l) ---,,C,_-.,.(-x..,....)- = L b Vkx (\ x I (l) 

V k=O 

con (2.6) 

calculandose los coeficientes b Vk par la relaci6n de recurrencia: 

k k-1 1 k-l ;\ bv;\ 
(-l) bvk =- v+1 r(k)r(v+k-1) - r(v+o ;\L (-1) r(k-;\+1 )r(v+k-;\+1) (2 ·7 ) 

(k=3,4,5 . .. ) 

En particular, para v=O, resulta el desarrollo siguiente: 

Co(x) 1 1 2 1 3 1 4 13 s cw=12x+l2x 49x ~x S640 x -. · · 
1 

valido para 1x1 <i. 

1 
C (x) 

2 3 D 11 d 1 f 
.
0 

V+ 1 
. esarro o e a unc1 n r(v+l) C (x) 

v 
De igual forma, del desarrollo de Brixy (1, p.376): 

sigue: 

1 
r(v+l) 

C (x) 
V+l 

C (x) 
v 

co l c xk 
k=.O· Vk 

( jxj<l) 

cuyos coeficientes cvk se calculan recursivamente mediante: 

119 
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r(v+l) 
r(v+2}r(v+3) 

(-l)k+lc - r(v+l) ke i\. avi\. 
Vk r(v+2)r(k)r(v+k+2) + r(v+l) l (-1) r(k-i\.+l)r(k+v-i\.+l) 

i\.=1 
(k=2,3, 4, ... ) 

En particular, para v=O 

b -c 
Ok Ok-1 

teniendose: 
C (x) 

1 

C (x) 
0 

00 

L 
k=O 

b xk-1 
Ok 

-[ c 0 ( x ) - ll _!_ 
C (x) x 

1 

y para v=l: 

Cz(x) 1 1 1 2 1 3 13 4 11 s 
c (x) - 2 +W+48x +180x + 8640 x + 26880 x + ... 

1 

validos para Ix I <I. 

2.4 Desarrollo de la funci6n r(v!o In I c Jxlr(v+l) I 

Finalniente, si se parte de (1, p.378]: 

(2.9) 

(2.10) 

(2.11) 

(2.12) 

Inlr(v+1)Jv(x{f-rv1- ~! 1 (+J2-nv+1)kt cv~- 1 (+J2k ( I x I <2, v~o) 

se deduce con el mismo metodo: 

00 c 

I I 
-x \ Vk -1 k 

In Cv(x)r(v+l) = v+ 1-r(v+l) l --k- x (Ix I <l,v~O) (2.13) 
k=2 

donde los coeficientes cvi\. se obtienen a partir de los bvi\.' por la relaci6n 

sencilla: 

(2.14) 

3. DESARROLLOS EN SERIE DE EXPRESIONES QUE CONTIENEN 

FUNCIONES DE BESSEL-CLIFFORD E (x) MODIFICADAS DE PRIMERA ESPECIE 
v 

Como en los apartados 1 y 2 se supone v~o y el argumento x real positivo. 

La funci6n E)x) de Bessel-Clifford modificada de primera especie es soluci6n 

de la ecuaci6n diferencial : 

xy"+(v+l)y' -y=O (3.1) 

y su relaci6n con la lv(x) de Bessel es (4, p.80]: 

E (x)=x -v/zl (2v'i) 
v v 

(3.2) 

Una de sus propiedades fundamentales es que la serie que la representa: 
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oo r 

E v ( x)= L -r"'""!r=(,.....~-+-r_+_l...,..) 
r=O 

(3.3) 

es para v::::O, absoluta y uniformemente convergente en todo intervalo finito de 

x. Ademas, si x es real y mayor que cero, todos los terminos de (3.3) son 

positivos y la funci6n no tendra ceros reales. Mediante el cambio de variable 

x=2v't y teniendo en cuenta (3.2), se deducen de (1.8), ( 1.11)' ( 1.13), los 

desarrollos siguientes de expresiones que contienen las modificadas de 

Bessel-Clifford de primera especie: 

1 00 

r(v+l)E (x) L Avkxk (Ix I <l) 
V k=O 

donde los coeficientes Avk vienen dados par ( 1. 4). 

cuyos coeficientes 

E (x) 
V,l 

r(v+l)E (x) 
v 

8 se calculan 
Vk 

E (x) 
V+l 

r(v+l)E (x) 
v 

00 

\ 8 xk 
l Vk 

k=O 
par (1.10) 

00 

[ 
k=O 

con coeficientes C Vk iguales que en ( 1.1) 

2 r 8
vk k 

r(v+l) lnlEv(x)r(v+l)I= cvo+ l -k- x 
k=l 

(Ix I <o 

(I xl <o 

siendo Bvk y Cvk los coeficientes que aparecen en (1.14). 

4. OTRAS FORMULAS 

(3.4) 

(3.5) 

(3.6) 

( Ix I <1) (3.7) 

A partir de los desarrollos anteriores, pueden deducirse formulas 

integrales analogas a las obtenidas por Brixy ([2], [3]). Por ejemplo: 

etc ... 

1 
r(v+l) 

I dx r aVk k+l 
C(X) = r(v+l) l k+l x 

V k=O 

r 0 

x -l / 2dx 

C (x) 
v 

S.TABLAS DE LOS COEFICIENTES avk' bvk' Avk 

Para finalizar este articulo, incluimos unas tablas de los coeficientes 

avk' bvk' v = O,l,2, . .. ,6, k = 0,1,2, ... ,20, mas amplia que la de Brixy (en la 

que figuran s6lo hasta seis decimales). Tambien se expone una tabla de 

coeficientes Avk para iguales valores de v y k. 
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k a a a a ~ lk n ~ 

0 1 . 00')0000000000000000 1.0000000000000000000 1. 0000000000000000000 1 . 0000000000000000000 
I 1 . 0000000000000000000 0. 50000000000000000000 0. 33333333333333333333 0. 2 5000000000000000000 
2 0. 7 5000000000000000000 0. 1666666666666666666 7 0. 069444444444444444444 0. 037 500000000000(100000 
3 0. 527 77 77 77 77 77 7777 778 0. 048611111111111111111 0. 012037037037037037037 0. 0045138888888888888889 
4 0. 36631944444444444444 0. 01354166666666666666 7 0. 001929012345679012345 7 0. 0004885912698412698412 7 
5 0. 2535416666666666666 7 0. 003715277777 7777777778 0.00029908877131099353322 0. 000050223214285714285 714 
6 0.17538773148148148148 0. 0010143849206349206349 0. ('00045752804722712130120 0. 0000050372483098177 542622 
7 0. 121311767762660619803 0. 0002765426193625598387 5 0. 0000069618682521019381690 4. 9951141885025615184* 1 o·-1 
8 0. 08390693093643 707 4830 0. 00007 5356897356421992665 0. 00000105 71643173444503544 4. 9281635265638241829* 1 o· -8 
9 0. 058035143599817 4 7042 7 0. 000020531666196928588536 1. 6040589035111514064* 1 o· - 1 4. 8510586350517365362• 1 o· -9 

10 0. 0401406103520485197 39 0. 0•)00055938068968949241583 2. 4331589101179022617* 1 o· -8 4. 7704441866108027557*10"-1 0 
II 0. 027763666546401709760 0. 00000152400148361 72456871 3. 6903945787075087996• 1 o· -9 4. 6891635670500508471•10·-11 
12 0. 0192030253886 7 4620031 4.152041 '33949171007 4•10 "-7 5. 5970252270810265250* 1 o· -1 o 4. 6084192305221772456* 1 o·-12 
13 0. 013281969858343292151 1. 13119519875471838937*10"-7 8. 4885802853089197516•1 o· -11 4. 5287073862875970314*1 o· -13 
14 0. 009186610941724466875 3. 0818624661383646189* 1 o· - 8 1. 28739071729246260893• 1 o· - 11 4. 4502236833030304140• 1 o· -14 
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12 1.07010883992083188566*10"-13 4. 892082 7784713248207•10· -15 3. 6108663154329203587 * 1 o· -16 
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16 2 .4926738846210235821*10"-18 3. 5100216260559868156* 1 o· -20 9. 755619687256405363* 10·-22 
17 1.7315552123578421543•10"-19 1.8602614221480745785•10·-21 3. 9530254135155403478•1 o · -23 
18 1. 20203129633363335812• 1 o · -20 9. 6715596866266029525*10·-23 1. 6017040706795999247* 10·-24 
19 8.3554898540547128137•10·-22 5. 0282256861395061640* 1 o · -24 6. 4896777 496843915678•1 o · -26 
20 5. 8041490751284668298• 10·-23 2. 6141520159545201463• 10·-25 2. 6294060544483360810• 1 o· -21 
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