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JUSTITICACJON ylOnlTRJCA Dl LOS NUnlROS RlALlS 

nanuee Suá~ez Te~nández 

l,U, del P~otdo, de l,g,B, 

Segovia 

Recordando recientemente el trabajo "INTRODUCCION GEOMETRICA­

DE LOS NUMEROS REALES",que publiqué hace algunos años en la Revi~ta de­

Bachille~ato,me pareció que algunas ideas y la redacción del mismo p~ -

dían ser mejoradas, Esto me animó a redactarlo de nuevo,partiendo esta­

vez de algunas sencillas ideas de Geometría y Teoría de conjuntos,al al 

canee de quienes hayan estudiado la E.G.B. 

Las referidas "sencillas ideas" servirán aquí para justificar 

intuitivamente los axiomas que se construyan para el fundamento e incl~ 

sión de los números reales y su estructura. Tales axiomas,así como las-

definiciones,notaciones y teoremas,irán,para diferenciarlos claramente­

de las nociones de Pre-matemática aludidas,encerrados en recuadros. 

Consideremos un plano IT,que podemos suponer es el del papel o 

de la pizarra, como un conjunto de puntos. 

Para todo X,YEIT , XFY : 

la not.ación XY significará "recta que pasa por X e Y" 

con TI, denotaremos 11 semirrecta de origen X que pasa por Y" 

Para todo X,Y,X',Y'EIT , XFY e X'F Y' ,indicaremos que "la -

rect& XY es paralela a la X'Y' 11 ,así: XY) )X"Y'. 
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Por Último : 

con 'X"1 , queremos decir 11 segmento de extremos X e Y" ; 

llamaremos "vector de origen X y extremo Y11 ,o más simpleme.!2 

te,"vector XY",y notaremos x-1',a cualquier (X,Y) de l!xll. 

XX' l IYf". 

Consideremos ~na relación binaria "' sobre l!xl! de manera que 

Para todo xt. x'y' de rrxrr, ti "'X"í' si y sólo si XYI lx'y' y 

En virtud de lo dicho y de lo que la intuición nos dice,justi 

ficamos el siguiente enunciado abstracto : 

Admitiendo que existe un conjunto ll,no vacío,a cuyos eleme.!2 -

tos llamaremos puntos, de manera que sobre rrxrr está definida una relaciór 

de equivalencia"' tal que, si para todo X,Ysll,notamos 'Xt al (X,Y) del!xl!, 

entonces 

para todo X,Y,X' E ll existe un Único Y'sll tal·que Y!l"'i!f' 
-4' ~, ~ ~, , -31> --? 

• para todo XY, X Y E l!xl!, XY"'X Y si y solo si.XX'"'YY'. 

Sobre rrxrr definimos una ley de composición interna, que llamar~ 

mos "suma sobre l!xll" y notaremos <!>,de manera que .. 
~~ -+~ 

Para todo XY, 'J1.í E l!xll, el vector suma, que notaremos XY<i>VW , es el 

x\t',en donde W'es el Único punto tal que YiÍ'"'ifit. 

rrxrr 

Se puede probar. que, cualesquiera que sean XY, VW ,X 'y', V 'W ',HK de 

si il"'x1' y W"'~ '.entonces Xf <PVW"'~ ':tv ·~' 
<xt<Pw) <Piihrr<P < VW<!>~) 

il<P~"'~<i>il; 
~~~ 

para todo VEll,es XY<i>VV"'XY 

para todo Vsll,existe un Único Y'srr tal que rt<PX~'"'VV. 
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Con base en lo anterior y la intuición, justificamos el enunci10· 
do que sigue : 

Admitiendo que existen O,U s IT , o¡fu , y un subconjunto de IT , 
que no' taremos OU y liamaremos 11 0U 11 , tal que O, U s Or, se cumple que: ---Para todo XsOU y para todo Y,VsIT, si OX~OY~ov , entonces,YsOU 
si y sólo si VsÜÜ 

Sobre OU definimos una ley de composición interna t ,que 1110-
maremos "suma sobre OU 11 , de manera que: 

Jara todo X, YsÜÜ , el resultado XtY es el Único VsOU tal que 

Se puede demostrar que dicha ley 

es asociativa; 

es conmutativa; 

admite un elemento neutro para OU,el O; 

es tal que todo Xsi'iii tiene elemento simétrico, 11 -X". 

Sobre Oü consideramos una relación binaria~ ,tal que 

Para todo X,YsÜÜ ,es X~Y sii el Único punto V tal que ?f!~Xf 
es vsbü • 

La intuición y lo anteriormente dicho,nos permiten enunciar 

Admitimos que sobre ÜÜ hay definida una relación de orden t~-
tal~ ,de manera que: 

Para· todo X,Y,Vsi'iii, si X::;:Y, entonces es XtV(YtV. 

Consideremos la recta OU y otra r, que corta a la primera en el 
punto O. 

La notación T(X,Y,V) significará "triángulo de vértices X,Y,V 

en el que xYJ pu e YVJ Jr " • 
Sea T el conjunto de dichos triángulos y de los triángulos d~ 
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generados,es decir,que consisten en un segmento,entiéndase cerrado, 

La notación· P (X, Y, V) indicará "paralelogramo del que son vé_E­

tices X,Y,V ,de manera que fil lüU eYVJ Ir"· 

Sea P el conjunto de los referidos paralelogramos y de los p~ 

ralelogramos degenerados,usado este término en igual sentido que antes. 

Diremos que 11 un T(X,Y,V) es congruente con un T(X',Y',V')11 ,lo 

que notaremos T(X,Y,V) = T(X', Y', V'), sii ffo.,i"t' e 'Yto.,n'. 

Diremos que'un P(X,Y,V) es congruente con un P(X',Y',V') sii 

e "Yfo.,~'. 

Es evidente que la relación - es de equivalencia sóbre el con 

junto rU P • 

Consideraremos la noción de "área" para los elementos de di -

cho conjunto,a los que llamaremos "figuras" ,pero no como un número, sinó 

como una relación de equivalencia & • De esta forma,diremos que: 

Para todo F,GdrUP), "es F equivalente en área a G" sii F&G y 

admitimos ·que: 

si F::G ,entonces F&G ; 

si Fes una figura unión de las figuras F',F''y F''',de in-

teriores disjuntos dos a dos,y también G es una· figura unión de las fi­

guras G', G''y G''',de interiores disjuntos dos a dos,y F'&G' y F''o.,G'~ 

entonces, F&G sii F''& G'' , 

Elijamos un punto cualquiera U'~ O perteneciente a la rectar. 

Para todo X,Ycbu y para todo X',Y'cbu' , si X,Y,X',Y' son di.!! 

tintos de O y XX' l IYY ',entonces ha de verificarse uno de los tres casos 

. siguientes : 

Caso 1-Fig.1 

El punto W está entre 

el V y el X. 
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gura 1 que 

Caso 2-Fig.2 

o 

Caso 3 -Fig. 3 

El punto W coincide 

eón el V. 

V está entre W y X 

En todos los casos,se·puede argumentar, sobre la respectiva f,i 

P(X,O,Y') & P(Y,O,X') (*) 

En 1,considerando que T(H,X',Y') & T(Y,X,V) y,en consecuencia, 
que P(X',W,V) & P(H,W,X) ,se ve fácilmente que se cumple (*). 

En 2,es inmediato. 

En el caso 3,si consideramos que T(Y',H,V) & T(L,K,Y) y,en ºº.!! 
secuencia, que P(L,W,H) & P(K,W, V), también resulta cumplirse (*). 

La relaci6n (*) se usará más adelante a ~odo de lema. 
En lo que sigue, supondremos que la recta r,en la que estáºº.!! 

tenida la semirrecta· OU',es perpendicular a la Qü y,además,que los se.e;­
mentos OU' y OU son iguales en longitud. Estas condiciones no son nec!?­
sarias; si las suponemos es s6lo porqbe resultan "familiares". 

Para todo X,YEÜÜ ,si Y'EÜÜ' y U'U/ Jf'Y ,entonces,notaremos -
XLIY al punto perteneciente a la OU tal que U'X/ /y'(XLIY). (Fig.4) 

Fig.4 
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En virtud de (*),puede escribirse: 

P(X,O,Y') &P(XllY,ü,U') (**) 

Es inmediato(fig.5) que: 

Para todo xs'6ii , es ULIX=X 

Fig.5 

Krgumentemos que: 
!---

Para todo X,Y,VsOU, es (XLIY)LIV = (XLIV)LIY. 

En efecto, según la figura siguiente(6) y las relaciones (*) y 

(**),se verifica que: 

P( (XLIY)LIV , O , U' ) & P(XLIY , O , V') 

P(XLIY, O, V') & P(XLIV, O, Y') 

P(XLIV, O , Y') & P( (XLIV)LIY , O , U') 

Por tanto, 

Fig.6 

(X. AY) A V::. 
:::: ( XAVjAY 

P( (XLIY)LIV, O , U') & ?( (XLIV)LIY , O , U') ,de donde 

(XLIY)LIV = (XLIV)LIY 

Aclaremos que, en la figura,existe paralelismo entre las re~ -

tas U'U y las y'y y V'V; entre U'X e Y'(XLIY) y V'(XLIV) ; entre U'(XLIY) 

y V'( (XLIY)LIV y,por Último, entre la recta U'(XLIV) y la Y'( (XLIV)LIY. 

Argumentemos ahora que: 
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Para todo XEOU ,X¡fO ,existe YsOU tal que X!::.Y =U. 

En efecto, según la fig.7,representado X,si Y's5°ü es tal que -
Y'U¡ ["ü7x , entonces, el punto Y perteneciente a la~ tal que y;y¡ J!J'ü, v~ 
rifica que X!::.Y=U. 

X Fig.7 

Las figuras 8 y 9 nos permiten argumentar que: 

Para todo X,Y, VsOU, se cumple que (XtY)!::.V = X!::.V t Y!::.V ,ente_g -
tiendo que X!::.V t Y!::.V significa lo mismo que (X!::.V ) t (Y!::.V). 

v'~ H 

1 o IJ X.AV Yt.V 

En efecto,según dichas figuras, es: 

P(XtY , Y , W)&P(X , O , V') 

P(X , O , V')&P(X!::.V , O , U') 

P(X!::.V , O , U')&P(X!::.VtY!::.V , Y!::.V , H) 

Luego, 

P(XtY , Y , W)&P(X!::.VtY!::.V , Y!::.V , H) y,como 

P(Y,O,V')&P(Y!::.V, O ,U'), resulta 

P(XtY, O, V')&P(UvtY4V, O, U') 

Puesto que también se verifica que 
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P(XtY , O , V')&P( (XtY)llV, O , U') , resulta que 

P( (XtY)llV , O , U')&P(XllVtYllV , O , U') , de donde, 

(xtY)llV XllVtYllV 

Enunciado 

Admitimos que sobre el conjunto bü = { X 

definida una ley de composición interna ll tal que: 
1--

Pará todo X,Y,VEOU es: 

(XllY)llV=(XllV)llY 

(Xty) ll V=Xll vtYll V 

Definición 

xto'U , O<X } hay -

1 
Sobre OU definimos una ley de composición interna, que llamar~ 

mas "producto sobre OU" y notaremos 11 • 11 , tal que: 
t-

Para todo X,YsOU es: 

X.Y=XllY 

(-X). Y=-(XllY) 

(-X). (-Y) =XllY 

Puede probarse que. es asociativa y conmutativa;que OU tiene 

un elemento neutro multiplicativo U y que cada uno de sus elementosX~O 

tiene un sim,trico ; que es distributiva respecto a t y,por dltimo4ue 

para todo X,Y,VsOU, si X~Y y O~V ,entonces es X.V~Y.V 

Nueva terminología y notacione~ nuevas 

Al conjunto OU lo notaremos JR; 

a sus elementos los llamaremos 1hdmeros reales" y los expr~­

saremos mediante letras mindsculas ; 

a la suma sobre OU la llamaremos "suma de ndmeros reales" ; 

el producto sobre ÜlÍ se denominará "producto de ndmeros re 
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es" 

• al elemento neutro aditivo O le llamaremos "cero" y lo repr~ 
sentaremos "o" 

• al elemento neutro multiplicativo U le llamaremos "uno" y su 
otaci6n ser~ 11 1 11 

; 

• el simétrico multiplicativo de cualquier real no nulo x,se -
designará x_·¡ 

• para todo x, y, VE iR ' .. llamaremos "intervalo real cerrado de e~ 
remos x e y, y notaremos [ x,yJ al conjunto { v / VEIR, x.5v , v~y}, 

Enunciado· 

Admitimos que si I es un conjunto de intervalos cerrados,dem~ 
nera que para todo [x, yJ, [x ', f] EI es x~y' , x '<:,y , entonces existe VE IR 
tal que para todo [x,y]EI se verifica que vE[x,yJ 

Definición de naturales, enteros y racionales 

Admitimos que existe un subconjunto N de IR ,a cuyos elementos 
llamaremos "números naturales", tal que : 

DEN ; 

si xEN ,entonces x+1EN ; 

si ACN , oEA y x+1 EA siempre que xEA ,· entonces A= N • 

Llamaremos "conjunto de los números enteros" al suconjunto Z 
de IR tal que Z= { x/ XEN Ó. -xEN 

Llamaremos "conjunto de los números racionales" al subconju_g -
to Q de fR tal que Q={ x/ 3p,qEZ , q¡io y x=p.q-1}. 

Enunciado 

Admitimos que para todo x,yqR ,si o~x , o¡ix ,entonces existe 
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n .sN tal que y,<x. n y, en consecuencia, diremos que 11 la relación de orden-

total;:: es ar'.:JUimediana 11 • 

En virtud de los enunciados admitidos y de los que, como se ha 

visto, pueden demostrarse a partir de e11os,llegamos,finalmente,a la si­

guiente conclusión : 

lxi4te un conjunto ~ , a cuyo,; elemento,; ttaman.emo¿ ·~Úmen.o4 

.1L~ale6", que .!Le~ne la.ó higuiente6 ca,r¡_a~~e.1Ll6iica6 

•• l4tú definida 4oin.e kt una t.c.i,,que denominan.emo4 "4uma -

e.Le núm.e.tLO.ó ,r¡_eaf..e,o" y notaa.e[no.6 + , qu.e.: 

tivo: -1 
X 

lu11.a€.12..ó" 

e.6 a.óociaiiva y conmuiati_va , . 

n.e4pecto a atta , tiene IR como elemento neutn.o at "ce40" 

cada xEIR tiene un ,;imkt4ico aditivo,et -xEIR .• 

.. la t.c.i, "p4oducto de n.úm.e404 n.eate4", definida 4of11.elR y 

ven.ifica ta a4ociatividad y ta conmutatividad 

e4 d.i4tn.iiutiva. con 11.etaci6n a + ; 

IR p04ee elemento neutn.o 11.etativo. a etta,(tt "uno"(1) y 1fo; 

todo elemento. x ri.o nuP.o de.IR t.iene un.. 4imktn.ico muttipticg_ 

,.Soi11.effi e,;tú definida ta 4etaci6n de 011.den totat "menon. o -

,que ve.tLitica que 

pan.a todo x,y,vEIR , 4i x::;y , entonce4 x+v~ y+v ; 

pan.a todo x,y,vEIR , 4¿ x"'y, o~v, enton·ce4 x.v(y.v 

•• lxi4te un 4uiconjunto N de IR , que t.t.aman.emo4 "númen.o4 ng_ -

tat que 

entonces x+1 EN 

4¿ ACN , o EA 11 x+1 EA ,;iempn.e que xEA , e/.> entonce4 A=N • 

•• Pan.a todo x,yER, ,;i oEx, ofx , entonce4 exi4te nEN tat 
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n.e11..a q.u.e: pa11..a todo [x.,yl, fx'~y'J dz l , R-.ó x~y, x'~y' ,.entone.e.,; .e.x.L.2 
:le. vEfR :laf que. pa7ta :lodo [x .~ de. 1 .;e. ve.7titica que. vE[x,y]. 

En vl7ttud de. :lod6 fo cuaf,pode.mo.; atl7tma7t q~e 

(IR, t , • , :!; ) ES llN CUERPO CONf/llTATIVO,TOTllLf/ENTE OíWlN!IDO, 
ARQ/llf/EDIANO ij COf/PLETO, 

-73-

(;1 
o 
o 

o 
)> 

z 
)> 
;u 

z 



Comunicación oral 

Sesiones breves de alrededor de 15 minutos donde una persona o equipo expone al!nln trabajo 
realizado en educación matemática. 

Grupos de discusión 

Usted puede solicitar la creación de un grupo de discusión sobre un tema de actualidad en educa­
ción matemática. En el segundo anuncio de esta conferencia se presentará una lista de los temas 
propuestos hasta es~ momento para identificar otras personas interesadas en el mismo tema. 

Grupos de trabajo 

Usted puede proponer la creación de un grupo de trabajo donde exponga su experiencia en algún 
proyecto realizado en educación matemática. En este caso usted sería el llder del grupo que se 
forme. Cuando se publique el seb'llndo anuncio de la VII CIAEM se incluirá la lista de grupos de 
trabajos propuestos para identificar las personas interesadas en ese tipo de trabajo. 

Sesión 1.k posÍcrs 

En una Sl'Si()n de poskrs b pn.'SL'nlación se re;iliza g.r;íril'amenll' l'll un c;1rkl pn.:p;1rado por el !los) 
autor (es) y colncadn en un Jugar <k'sli11;:do a la 1.·xllihici<'rn dl' In'\ P,O'IL'r"i. l·:I <Jos) autor (es> 
dcbl'rj(n) PL'rmanL'CLT L'I 111:iyor liL·111po po.;ihk frl'nk :1 ..;u postl'r par;1 n" .. p111HIL'r a las prl'~·11nla.., 
que se planteen con rcspL'Clo ;il trahajn prl'~L·ntadn. 

Demostración de materiales 

Consiste en la exhibición y dcnwstr:H.:'ión de matl'rialcs que usted o un grupo de coil..·gas haya 
creado para la ensefianza'clc la matcmtitica. (Incluye software). 

Inscripción 

El costo de la inscripción varía, dependiendo de la fecha en que ésta se realice: 

US$50.00 hasta el 30 de abril de 1987 
US$5 5 .00 hasta el 30 de junio de 1987 
US$60.00 enjulio de 1987 

El formulario de inscripción está anexo a esta comunicación. Es conveniente que la inscripción se 
realice a la mayor brevedad posible para facilitar una mejor organización del evento. 

La solicitud de inscripción debe acompañarse de un cheque que cubra el costo de la misma. 
Dicho cheque debe hacerse a nombre de la Univérsidad Católica Madre y Maestra. 

Hospedaje y Alimentación 

El hospedaje de los partieipantl·S en la VII ClAEM se har:{ en hoteles donde el costo aproximado 
·de habitación es <le US$25.00 diarios. Puede calcularse un gasto alrededor de US$20,00 diarios 
para alimentación. Los-:!5stos ·indicados pueden variar dependiendo de las fluctuaciones de la 
moneda dominicana. En el segundo anuncio se indiear:ln los costos de alojamiento y alimenta-
ción <le manera mj,s precisa. .. 

Por favor, complete el formulario cuidadosamente y preferiblemente a m:íquina. Envíelo a: 

Séptima Conferencia Intcramericana de Educación Matemática (VII CIAEM) 
Centro de Jn;estigaeiones 
Universidad Católica Madre y Maestra (UCMM) 
Apdo. Postal 822 
Santiago de los Caballeros 
República Dominicana 

Cualquier informt11.:ill1) adicio11<.I a la qlll' ~~ presenta en este folleto puede solicitarse a la direc­
ción indicada arriba o a los sib'llientes teléfonos o telex: (809) 583-0964 

(809) 583-044\ cxt. 261 
ITT 3461032 

--+>19 
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