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ABSTRACT 

In this paper, a technique, making use of rational 
approximants to estimate function with a known power series 
expansions, is introduced. Our approach is via "a Pade-type 
Approximation" of the Normal Di st r ibut ion Function, in order to 
solve certain problems related with the applicability of different 
tobit models. 

KEY WORDS: Normal Distribution Function, 
Optimization Problems, Rational Approximation. 

INTRODUCCION 

Tobit Models, 

En el presente trabajo exponemos una tecnica para aproximar 

funciones que poseen desarrollos en serie de potencias, mediante 

funciones racionales. Nuestro interes pr imar io se centra en la 

aproximaci6n tipo-Pade de la funci6n de distribuci6n normal, con 

el objetivo de resolver un problerna practico que nos encontramos 

en la aplicabilidad de los diferentes rnodelos tobit. 

Mauleon, I., en un articule refinadamente esclarecedor 

([l]) para el inv'estigader aplicado de diversos preblemas 

practices en el tratamiento econometrice de dates de corte 
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transversal, senala que, 'hay un problema practice importante para 

la aplicaci6n de modelos con respuesta truncada que es la 

disponibilidad de programas informaticos. Excepto para el caso mas 

simple, no existen apenas programas disponibles. No obstante, 

algunos programas como el TSP (Version 4.1) incluyen una rutina 

que optimiza una funci6n de verosimilitud arbitraria suministrada 

por el usuario. Un problerna en este caso es que no se dispone de 

una expresi6n numerica exacta para la funci6n de distribuci6n de 

una normal'. 

En este trabajo, deducimos una representaci6n racional 

tipo-Pade de orden tres en el origen de la funci6n de distribuci6n 

normal, que es val ida para todo valor real y presenta buenas 

propiedades de estabilidad y convergencia. El plan del trabajo es 

como sigue: En la secci6n 2 se introducen y definen los 

aproximantes de Pade y tipo-Pade, en la secci6n 3 se obtiene una 

representaci6n racional tipo-Pade de la funci6n de distr ibuci6n 

normal estandar y en la secci6n 4 se hace referencia a su 

aplicaci6n en la computaci6n de modelos con variable dependiente 

limitada. 

APROXIMANTES DE PADE Y TIPO-PADE 

Los aproximantes de 

racionales polin6micas que 

que poseen desarrollos en 

aproximaci6n, 

experimentado 

introducido 

recientemente 

Pa de son deterrninadas f unciones 

se utilizan para aproximar funciones 

serie de potencias. Este tipo de 

por Pade en 1892 ([2]), ha 

un gr an auge con 

numer ica de 

estabilidad. 

funciones debido a sus importantes 

la computaci6n 

propiedades de 
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Mas formalmente, dada l una serie formal de potencias en z=a, 

l{z) I c
1 

(z - a)
1 

( C
1 

E lR) ( l) 
I= 0 

un aproximante de Pade de orden m+n de la funci6n l en el punto a 

es una funci6n racional, cuyo numerador P• y denominador Qn son 

polinomios de grades m y n respectivamente, tal que su desarrollo 

en potencias crecientes de ( z-a) coincide con el de e has ta la 

potencia (z-a)un. Sea 

[m/n)e (z) ( 2) 

dicha funci6n racional, donde, 

P.(z) I P, (Z - a)
1 

I =O 

n 
(Z - a)J On( z) l qj 

J =O 

entonces, _ 

[ m/n) e ( z) e ( z) + 0 ( ( z - a) •+n+l) , x ... a ( 3) 

Los coeficientes de los polinomios p . y 0 
n 

se 

calculan re sol v iendo el sistema 1 ineal que resul ta al igualar 

coef icientes hasta el grade m+n, en la expresi6n, 

o ( z > e ( z > 
n 

( 4) 

Brezinski, C. ([3)), intentando relajar la hip6tesis de orden 

de aproximaci6n en pro de lograr una aproximaci6n 
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computacionalmente mas sencilla ha introducido los aproximantes 

tipo-Pade que son f unciones racionales 0 Ii 
n 

(m/n)I cuyo 

desarrollo en serie coincide con el de 1, solo hasta el termino de 

grado m. Este caso es mas general, puesto que puede elegirse 

arbitrariamente el polinomio Qn segun convenga. Evidentemente, los 

coef icientes de P. se calculan resolviendo el sistema lineal que 

resul ta de igualar los pr imeros m coef icientes de la ecuacion 

polinomica (4). 

( 5) 

Observese que si n es cero el aproximante tipo-Pade coincide 

con el desarrollo en serie truncado de 1. 

Las definiciones anteriores se refieren a aproximantes en un 

solo punto a. Se dispone tambien · de la generalizaci6n de 

aproximantes a mas de un punto ([4], [5]). 

La elecci6n, tanto del tipo de aproximaci6n como del orden, 

responde a razones de tipo te6rico como, estabilidad, 

convergencia, tipo de · funci6n a aproximar (les conocida la funci6n 

I 0 solo los primeros terminos de SU desarrollo en serie?), 

etc ... , y de tipo numerico como el coste computacional, los 

errores de redondeo, etc ..• 

En la proxima seccion, y como ejemplo metodologico, obtenernos 

un aproximante tipo-Pade para representar la funci6n de 

distribuci6n normal estandar. 
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REPRESENTACION RACIONAL DE LA FUNCION DE DISTRIBUCION NORMAL 

EST AN DAR 

La funci6n de distribuci6n normal estandar t tiene una 

representaci6n integral, 

t (x) 
x 2/ __ l __ J e-t 2dt 

v'2n -111 

que admite el siguiente desarrollo en serie 

v x E R 

2n+1 x t (x) 1 
-2- + _l_~ 

v'2Jr n=O 2n nl ( 2n+l) 

y cuyo carnpo de convergencia es todo R. 

Por lo tanto, la funci6n t puede representarse, para calculos 

numer icos, rnediante la ser ie truncada, pero los resul tados s6lo 

son aceptables para valores pequenos de x, aun cuando se 

consideren bastantes terminos de la serie. Ello se debe a que el 

calculo de las sucesivas potencias de x se deteriora 

considerablemente. 

Estos resultados pueden mejorarse utilizando 

aproximantes racionales. A mode de ejemplo, vamos a elegir un 

aproximante tipo-Pade, que hemos utilizado en 

aplicaciones (vease por ejemplo (6) Y (7)). 

En la tabla I pueden verse los valores obtenidos con: 

(1) La serie truncada hasta el termino de grade 11, 

1 
3 5 x x x7 x9 

diversas 

x11 

t (x) ""-2- + 1 

v'2n 
( x - 6+40 336 + 3456" 42240 

(2) Aproximante tipo-Pade de orden 3 en el origen, 
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t (x) ~ R(x) e ~ + 1 
x>O ( 6) 

donde 

1 
-2-

1 - ~ (-x) " 1 - R(-x) 

p= 0 
0 

q = 
3 

0.05771 

p= 1 = qo 1 

p= 
2 

0.18859 qt 

p = 
3 

0.06832 q -
2 

1/6 

p= 
' 

0.02605 V1l72 = q, 

x=O 

x<O 

.ril72 

Asi pues hernos elegido, en este ejernplo, el grado del 

denorninador igual al del nurnerador, rn=n=4 (potencia no rnuy 

elevada) y los coef icientes p
1 

y q
1 

tales que cumplan las 

siguientes propiedades: 

a) Igual comportarniento asint6tico ( x -+ m) de R y I, es 

decir, 

b) Aproxirnaci6n de orden tres en el origen, es decir, 

R(x) l(x) + o(x4
) · • R(O) = 1(0) 

R' (O)= I' (0) 

R"(O)= l"(O) 

R" I (0) = t" I (0) 

c) Aproxirnaci6n de orden cero en los puntos 0.5, 1, 2 y 3, es 

decir, 
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R(x) t(x) pa r a x = 0 • 5 , 1 , 2 , 3 

Con lo cual, R(x) resulta ser un aproxirnante tipo-Pade 

de orden tres en el origen y de orden cero en los puntos 0.5, 1, 

2, 3, m con buenas propiedades de estabilidad y convergencia. 

TABLA I 

Aproximaciones a la Funci6n de Distribuci6n Normal Estandar 

x ( 1) Serie Truncada ( 2) A. Tipo-Pade 

0.2 0.5793 0.5793 

0.4 0.6552 0.6554 

0.6 0.7243 0. 7258 

0.8 0.7821 0.7882 

1.0 0.8238 0.8413 

1.2 0.8438 0.8848 

1. 4 0.8369 0.9190 

1.6 0.7995 0.9449 

1.8 0. 7314 0.9639 

2.0 0.6385 0.9773 

3.0 0.6737 0.9987 

4.0 - 2.2730 0.9963 

5.0 - 179.90 0.9926 

10.0 - 818200 0.9905 

Es interesante destacar que el error de la aproximaci6n 

obtenida es por defecto sobre el valor exacto y por tanto es 
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tambien util para todas aquellas aplicaciones concretas en las 

cuales haya que calcular log( 1 t ( x) como ocurre, por 

ejemplo, en la computaci6n de los modelos tobit. 

En la siguiente secci6n introducimos los modelos tobit y 

hacemos una referencia sobre la aplicaci6n de este aproximante a 

la computaci6n de dichos modelos. 

APLICACION A LA COMPUTACION DE MODELOS TOBIT 

Los modelos tobi t son modelos de regresi6n en los que el 

rango de variaci6n de la variable dependiente esta limitado de 

alguna forma. Tobin, J., en un trabajo innovador ([8]) formul6 por 

primera vez un modelo de esta clase en el terreno de la economia. 

El modelo originariamente propuesto por Tobin y que es 

actualmente conocido como modelo tobit estandar, se puede definir 

come: 

. 
YI = x: II + ut i 1, 2, , n ( 7) . 

si • 0 YI = Y1 YI > 

0 si 
. 

0 = YI $ 

donde las { u
1

} est an independiente e identicamente distr ibuidas 

(i.i.d.) segun una N ( 0, u 2
) • Se supone que se observa {x,} para 

i=l,2, ••• ,n, pero que {y l} no se observa si • 
Y, s 0. 

La f unci6n de verosimilitud de este mode lo viene dad a por: 
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L ( 8) 

donde t y ~ son, respectivamente, las funciones de distribuci6n y 

densidad de la normal estandar y y representa el producto de los i 

para los cuales y·~ 0 y rr para los que y• > 0. 
l 1 l 

Este rnodelo pertenece a lo que se conoce, a veces, corno un 

rnodelo de regresi6n censurado. Por el contrario, si no se observa 

ni y
1 

ni x
1 

cuando estamos en el caso de un rnodelo de 

regresi6n truncado. La funci6n de verosirnili tud de la version 

truncada del rnodelo tobit se escribe corno: 

L ( 9) 

A partir de la decada de los setenta han aparecido y 

continuan apareciendo nurnerosas aplicaciones de estos rnodelos que 

se extienden a lo largo de una arnplia area dentro de la econornia. 

Al mismo tiempo, se han propuesto muchas generalizaciones de este 

modelo tobit estandar. En [9),Amemiya, T. hace una revisi6n de los 

diferentes rnodelos tobit propuestos y logra clasificar la mayoria 

de ellos en cinco tipos comunes de acu~rdo con las semejanzas en 

la funci6n de verosimilitud. 

Siguiendo a Amemiya, si caracterizamos la funci6n de 

verosimilitud de cada tipo de modelo esquematicarnente corno en la 

Tabla II, en la que se supone que todo j=l,2,3, esta 

distr ibuido como N( x ;~ J, y P representa una probabilidad o 

densidad o una cornbinaci6n de ambas; y donde hay que tornar el 

producto de toda P a lo largo de las observaciones que pertenecen 
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a una categoria particular determinada por el signo de y1• Por lo 

tanto, el tipo 1 (modelo tobit estandar) P(y1<0)P(y1) es una 

notaci6n abreviada de 

rr P(y• <O) rr f (y > 
0 11 1 11 11 

siendo f
11 

la densidad de N(x~ 1 /3 1 , Esta expresi6n puede 

reescribirse como (8) despues de eliminar el subindice 

innecesario. 

TABLA II 

tipo 1 P(y1<0) p ( y 1) 

2 P(y
1
<0) P(y1>0,y2) 

3 P(y1<0) P(y1,y2) 

4 P(yt<O,y3) P(y1,y2) 

5 P( Y1 <O, Y3) P(y1>0,y2) 

Analogamente, si consideramos el modelo tobit tipo 2, que se 

define de la siguiente forma: 

si (10) 

= 0 si i=l,2, •.• ,n 

siendo { u
11

, u21 } extracciones i.i.d. de una distribuci6n normal 
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bivariante con media cero, varianzas u: y u: y covarianza u12 • 

La funci6n de verosimilitud de dicho modelo viene dada por 

L y P(y:l:s 0) v f(y21 I Y:,>O) P(y:,>O) 

y P(y> 0) v r f(y: 1' Y21) dy:1 
0 

. . 
representando f(.,.) la densidad conjunta de Y11 e Y21 • 

(11) 

Di cha 

densidad conjunta puede escribirse como el producto de una 

densidad condicional y una densidad marginal, es decir, 

y determinar una forma especifica para f(y: 11 y21 ) a partir del 

bien conocido hecho de que la distribuci6n condicional de y:1 dada 

por y• =y es normal con media x'/j + u u-a(y -x' 13) y varianza 21 21 l t 12 a 21 21 2 

u2-u2 u-2• Por lo tanto, (11) puede reescribirse como 
1 12 2 

En conclusion, como se desprende de la Tabla II y del 

analisis mas detallado que hemos expuesto de los tipos 1 y 2 de 

modelos tobit, los metodos de maxima verosimilitud conducen en 

estos modelos a problemas de optimizaci6n no lineal que hay que 

resolver generalmente mediante procedimientos numericos 

iterativos. y tanto si se utilizan metodos directos, que buscan el 

6ptimo evaluando solo la funci6n a rnaximizar, como si se utilizan 

metodos de gradiante, que evaluan no solo la funcion a maximizar 
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sine tambien el gradiente, y en algunos cases el hessiano, se 

necesita disponer de una expresi6n numerica finita para la funci6n 

de distribuci6n de la normal estandar. 

En trabajos practices en los que era necesario la cornputaci6n 

de alguno de los rnodelos descritos en la secci6n 3, hernos 

utilizado subrutinas de optirnizaci6n de la libreria NAG y alli 

donde fue precise una expresi6n finita para la funci6n de 

distribuci6n de la normal estandar, hernos aplicado con exito 

nurnerico las ideas de la secci6n 2, y en concrete la aproxirnaci6n 

( 6). 
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