
Rev , Acad .Canar

.

Cienc . , II, 191 - 238 1990)

MATEMATICA Y BIOLOGIA

NACERE HAYEK

Departamento de An^lisis Matem^tico, Univ. de La Laguna

38271. La Laguna, Canary Islands, Spain.

ABSTRACT

In this paper a panoramic view of the role played by Ma-
thematics in the field of the biological sciences is given. As
an illustration several important applications and models are
also considered.

RESUMEN

En este articulo ofrecemos una vision panoramica del pa-
pel jugado por la matematica en el campo de las ciencias bio-
16gicas. Se incluyen como ilustracion varias aplicaciones y
modelos importantes.

El resultado de un desarrollo matemd-
tioo debe comparavse siempre con la
intuicidn propia de lo que eonstituye
una conducta biologica razonable . Si
tal confrontacion revela que hay desa-
cuerdo y habrd que tener en cuenta las
posibilidades siguientes

:

a) Se ha cometido un error en el de-
sarrollo matemdtico formal.

b) Los supuestos iniciales son inoo-
rrectos y/o representan una sim-
plificacion por demds excesiva.

c) La intuicidn propia de lo biold-
gico adolece de desarrollo inade-
cuado

.

d) Se ha descubierio un principio
penetran te

.

Harvey J. Gold I 12 I
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La ciencia denominada biologia ( termino acunado en 1802

por Lamarck, y Treviranus ) , que habia estado dominada por la

controversia entre los partidarios de la preexistencia de los

germenes y los de la epigenesis, logro sacudirse def initivamen-

te de toda apelacion a consideraciones extracientificas de orden

metafisico o teologico, al adentrarse en el siglo XIX con una

dedicacion mas particular a los problemas del desarrollo y evo-

lucion de los seres. Pudo diversif icarse asl en numerosas disci-

plinas y experimentar un notable crecimiento, del que dan buena

cuenta el nacimiento de la teoria celular y disciplinas asocia-

das ( citologia e histologia ) , las innumerables aportaciones al

estudio morfologico, inventario, clasif icacion y geografia de

los animales y plantas ( zoologia y botanica ) , la generacion de

la anatomia comparada, de la paleontologia , de la fisiologia a-

nimal y vegetal ( promovida con las investigaciones de Lavoi-

sier ) , primeros trabajos de genetica ( Mendel ) y las teorias

explicativas de la evolucion debidas a su gigantesca figura

Charles Darwin.

En todo ese proceso de gestacion, el pensamiento original

matematico deambulo por unos derroteros diferentes, pudiendose

decir que hizo poco en favor de la biologia. Era obvio que la

evolucion general de ambas ciencias acusaba una bien marcada in-

dependencia la una de la otra . Mas, la desconexion, o mejor aun

,

la incompatibilidad entre el metodo analitico de la matematica

y el quehacer propio de la biologia ( y en general, el de las

ciencias de la vida ) , quedaria quebrantada a partir de los pri-

meros lustros de este siglo XX. Y la matematica, construida has-

ta entonces bajo la egida de una tradicion filosofica que se em-

pecinaba en hermanarla con el dominio de lo estatico e intempo-
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ral, excluyendo de su actividad el conocimiento de lo que nace

y muere con el tiempo ( como los seres vivientes y en particular,

el hombre ) , parecio entrar en un proceso de autotransf orinaci6n

en gran parte impulsado por los espectaculares progresos de sus

ramas de estadistica y calculo de probabilidades , como conse-

cuencia del cual seria mas tarde sustituida ( ya plenamente en

los ultimos treinta anos ) por una matematica moderna , mSs fle-

xible y para el mundo real, que dejaba una estela de importantes

repercusiones en campos que otrora le fueron claramente virgenes

y nada atrayentes.

Para matizar mejor el grado de esa mutacion, recordemos lo

que dice R. Queneau |25| al asegurar que en sus relaciones con

la matematica, toda ciencia pasa por las cuatro fases siguientes:

empirica ( que da cuenta de los hechos ) , experimental ( que se

propone medirlos ) , analitica ( destinada a calcularlos ) y axio-

mStica ( en donde se los deduce de ciertas premisas basicas acorn-

panadas generalmente de una metaciencia ) . A tenor de este crite-

rio, conviene indicar que, en los albores de nuestro siglo, solo

la fisica, y en algunas zonas la quimica y la ingenieria, alcan-

zaron en su con junto a la tercera fase, viendose unicamente tra-

tar con el metodo analitico de la matematica dominios pequenos

de la biologia ( teoria de la lucha por la vida ) y algunos he-

chos espor^dicos de formulacion cuantitativa . En terminos genera-

les, podemos aceptar que, desde el punto de vista matematico, no

se habia presentado ningun problema de autentico interes a resol-

ver, desligSndose por ende sus seguidores de campos como la bio-

logia que no se ofrecian a su actividad, por expandirse de forma

nada estimulante para la creacion de nuevos pensamientos matema-

ticos

.
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QuizSs lo anterior incline a pensar que la matemStica no hu-

biera realizado intentos serios de encarar problemas biol6gicos.

Nada mSs lejos de nuestro proposito. Virtualmente desde mucho an-

tes, se apreciaban en casi todas sus Sreas, vestigios de variadai

incursiones matematicas . Por ejemplo, baste resenar que L. Euler

(1707-1783) habia escrito sobre el flujo de la sangre , biologia

de poblaciones y problemas de mortalidad; que Descartes (1598-

16 50) se detuvo a examinar a los animales y al cuerpo humano co-

mo mecanismos que podrlan ser explicados en terminos mecSnicos;

y asimismo, que Helmholtz (1821-1894), Volterra y otros importan-

tes matematicos, se ocuparon de cuestiones de fisiologia, ecolo-

gla y otros campos de la biologia. Existieron igualmente esfuer-

zos en utilizar matematicas para describir el crecimiento de po-

blaciones humanas, destacando en el siglo XVIII, el modelo ele-

mental propuesto por el economista y demografo ingles Thomas R.

Malthus (1766-1834), que se apoyaba en la hipotesis de que la ta-

sa instantanea de crecimiento de una poblaci6n era proporcional

al tamano de la misma (*) . Modelos modificados del de Malthus

surgieron luego tambien, entre otros el del sociologo belga P.P.

Verhulst (siglo XIX) , prediciendo que los tamanos de las pobla-

ciones tendian asintoticamente a un valor constante al aumentar

el tiempo, y que conllevaria el trato de ecuaciones diferencia-

les con retardo o ecuaciones diferenciales funcionales de consi-

derable interes matematico.

Debe senalarse, por ultimo, que A. J. Lotka , al decidir no

(*) La hoy famosa conclusion de Malthus de que " la poblaci6n se
multiplica en una progresi6n geom^trica, mientras que la reserva
de alimento crece solo en progresi6n aritm§tica ", preveia una
lucha por la existencia en la que vi6 Charles Darwin un mecanis-
mo para explicar la seleccion natural, lo que puso en evidencia
que una idea e senc ialmen t e matem^tica habia contribuldo al desa-
rrollo del concepto central de la evoluci6n biol6gica |24|

.
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tomar en consideraci6n al tiempo como variable discreta, seria

el primero en introducir un modelo de tiempo-continuo , lo que

represento el punto de partida de ulteriores investigaciones so-

bre la dinamica de poblaciones
| 26 |

(*).

De la misma enumeraci6n de los escasos hechos reflejados en

esta retrospectiva ojeada, cabe bien deducir ahora lo que antes

quisimos poner de manifiesto, esto es, que en realidad la matemS-

tica nunca jugo en las ciencias biol6gicas un papel importante

y desde luego, ni por asomo cercano al que desempen6 siempre en

las ciencias fisicas.

Habria de ser mas tarde , repetimos, cuando las cosas cambia-

ran sustancialmente , y justo desde el momento en que el campo de

las matematicas se viera enriquecido con el advenimiento de unas

nuevas ideas que a la par de excitantes, resultaron ser a la pos-

tre, verdaderamente revolucionarias . En efecto, esas concepciones

que en principio se acogieron como productos mas o menos intere-

santes de la inspiracion matemStica, produjeron bien pronto un

reconocido impacto en zonas que hasta all! le fueron vedadas, del

trabajo intelectual.

La multivalencia y pluriadaptacion de que venia provisto el

bagaje de esa nueva matemStica que posteriormente se ha dado en

llamar moderna, posibilito ciertamente una sensible e inesperada

infiltracion en areas impensables como la medicina y la bioqui-

(*) A raiz de esto se abre una larga historia de modelaci6n mate-
m^tica. En las d^cadas de los 1920 y 1930 hubieron verdaderamente
grandes adelantos con los trabajos de Lotka y de Volterra en eco-
logla, e igualmente con los de Fisher, Haldane y Wright en gen§-
tica (de ello hablaremos mcis adelante) y en anos m^s recientes ,

t^cnicas matemdticas mucho m^s sofisticadas se han entroncado
con cuestiones de biologia de poblaciones, simul tanedndose con
avances en trabajos exper imentales y de campo, gestadores de una
nada desdenable riqueza de nuevos datos.
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mica, 6 en la planificaci6n industrial, sociologia y filosofia,

revelSndose incluso provechosa la formulacion matemStica de los

problemas, hasta para los docentes en historia, geografia y lin-

giiistica. Pero muy en particular, y por lo que atane al presente

trabajo, se hicieron mis visibles diversas situaciones en biolo-

gia en las que los modelos matematicos canalizaron resultados

tan prometedores que privaria la necesidad de emplearlos.

Conviene, no obstante, hacer una pausa a este respecto, pa-

ra aclarar que las cosas no evolucionaron con la ligereza que se

presumia. En primer lugar, los tratamientos iniciales siguieron

el camino de la metodologia bSsica de la fisica matemltica. Es-

poleados aun por la mSxima de Galileo " mide lo que puede ser

medido y haz mensurable lo que aun no lo es " , los biologos co-

menzaron a investigar principios cuantitativos que pudieran re-

presentar propiedades fundamentales del fenomeno que observaban,

con el fin de afiadir a aquellos principios , proposiciones y a-

xiomas matematicos que tendieran a suministrar nuevas informa-

ciones sobre el fenomeno. Paulatinamente , se fue haciendo asi

cada vez mas patente, que gran numero de cuestiones relativas a

los animales o a los seres humanos , conllevaban problemas " mate-

matizables "
; y que el hallazgo de un adecuado modelo matematico

acrecentaba enormemente la explicacion del funcionamiento normal

o patologico de un organo, desde el momento en que se supieran

formular ciertas leyes o postulados basicos. Sin embargo, fue i-

gualmente perceptible que la determinacion de estos modelos era

mucho mas dificil que en el caso de los fenomenos fisicos, debido

a que su acoplamiento con los datos experimentales resultaba bas-

tante mas delicado por la mayor complejidad de los procesos de la

biologia.
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El hecho mismo de que s61o unos pocos problemas biol6gicos

hubiesen llegado a posibilitar unas descripciones matemSticas lo

suf icientemente satisfactorias para que su manipulaci6n cristali-

zara en un estudio productive e interesante, tenia una 16gica ex-

plicacion. Historicamente , y segQn antepusimos , el desarrollo de

la biologla fue en todo tiempo manif iestamente distinto del de

la fisica en cuanto a su correlacion con la matemStica. Mientras

a los fisicos se les brindaba la posibilidad de extraer del mun-

do real sistemas sencillos, de emplear condiciones experimenta-

les simplif icadas y de usar una instrumentacion precisa para la

ejecucion de medidas asentadoras de unas leyes bSsicas de des-

cripcion de los sucesos de la naturaleza, los biologos tuvieron

que encararse desde un principle con sistemas o procesos intrln-

secamente complejos; mas concretamente , los objetos sobre los

cuales estos se vieron obligados a efectuar sus investigaciones

,

hallSbanse compuestos de una enmaranada amalgama de partes dife-

rentes, que interactuaban las unas en las otras, y con el agra-

vante de ser en extreme numerosos y en general afectados de ine-

vitables y grandes errores, los datos experimentales medidos so-

bre los mismos. Habria que decir aqui , que unicamente el uso de

metodos estadisticos y probabillsticos que ya los matem^ticos ha-

blan desarrollado para la estimaci6n de determinados errores en

astronomla, consiguio proporcionar algunos utiles conocimientos

en las investigaciones que se afrontaron

.

Con todo, y aun siendo harto conocido que la modelizacion

matemStica de los sistemas representaba un paso esencial en el

conocimiento cientifico de los mismos ( y previsiblemente un i-

d6neo medio a traves del cual se dedujera su future e ignoto com-

portamiento ) , la aludida complejidad extrema de la mayoria de
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los sistemas biol6gicos sigui6 disuadiendo durante bastante tiem-

po la extension a los mismos de esa tecnica metodol6gica

.

Ahora bien, l que ha sucedido en los recientes anos ?

c cuSles fueron las causas que modificaron hasta tal punto el pa-

norama cientifico para que la matematica pudiera contactar tan

estrechamente con la biologia y otros campos afines que desde

siempre le fueron de dificil aplicaci6n ?

Esas causas no son dificiles de adivinar. A aquella matema-

tica renovada, a aquellas nuevas concepciones a las que antes

nos referimos, no tardo en unirse la quizas mSs sorprendente a-

plicacion de dicha ciencia en el presente siglo: el computador

electronico. Y decimos aplicaciSn matemdtioa , apresurSndonos a

precisar que fue la matematica la que no solo intervino funda-

mentalmente en las ideas centrales de su invencion (*) sino, y

lo que es mas importante, la que tuvo que permanecer ineludible-

mente presente en el esclarecimiento mismo de cuantas limitacio-

nes y problemas habria de llevar luego consigo su uso cotidiano.

La rapidez de ejecucion de los miles de millones de operaciones

necesarias que para el trato de los fenomenos mas arduos y com-

plejos brinda el computador, consigui6 ciertamente anudar de mo-

do considerable los lazos de colaboraci6n entre los matemSticos

(*) El computador electronico culmina un proceso matem^tico que
en el transcurso de los siglos fu4 suministrando sucesivamente
diversos utensilios para la resolucion y aceleracidn de los cal-
culos, como el abaco , los logaritmos, la regla de calculo y la
calculadora mecanica, y que acaba en una maquina universal con
una mul tipl icidad creciente de usos potenciales, cuya noci6n
provino ni mas ni menos que de la 16gica matematica abstracta.
Para quienes pudieran pensar que el computador es una simple re-

^fdluci6n de la ingenieria, habria que recordarles que la matema-
tica subyacede modo reinante en el corazon mismo de la computa-
ci6n y en cualesquiera impulse y desarrollo de aquel.
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y flsicos, y los bi61ogos y demSs cientlficos de la vida (*).

Claro esti. que, juntamente con los aumentos en velocidad aritin§-

tica, vinieron tambiin incrementos en capacidad de memoria, en

velocidad de acceso a las instrucciones almacenadas y una consi-

derable proliferacion de usos potenciales.

Dependio en gran medida del computador el ^xito de buen nu-

mero de modelos matemSticos aparecidos en dinSmica de poblacio-

nes, ecologia, etc... a finales de la primera mitad del presen-

te siglo, y desde entonces ha sido participante active en el de-

sarrollo de las diversas teorias cientificas.

El ordenador actual, con su poder de resolucion y versatili-

dad grSfica cada vez mSs perfeccionada , se ha convertido en un

poderoso auxiliar que sirve para contrastar teorias, hipotesis

y conjeturas, suministrando al propio tiempo valiosas pistas ca-

paces de iluminar el camino a explorar. Su papel como instrumen-

to de investigacion en los modelos biologicos se entiende rSpida-

mente, porque el recurso a la simulaci6n mediante computador con-

sigue dar una buena imagen global de su comportamiento dinSmico.

El proceso presupone naturalmente una discretizacion de aquellos,

lo que hace logico que muchas veces se arranque de modelos dis-

cretes en ecuaciones en diferencias, que ofrecen la gran ventaja

de explicitar la estructura del modelo en cuestion, sin echar ma-

no a conceptos matematicos especializados . AdemSs , al poseer las

ecuaciones siempre soluci6n, cabe computarla directamente , pu-

(*) Si nos situamos, por ejemplo, en el campo de la cristalogra-
ffa de los rayos X, pi^nsese que en la determinaci6n de la estruc-
ra de las mol^culas gigantes de las protelnas ( uno de los 6xitos
mis brillantes de la ciencia contempor^nea ), el an^lisis de los
datos cri s t alogr^f icos requeria tal monstruoso porcentaje de po-
der calculatorio que s61o un computador de gran velocidad podia
ser capaz de dar.
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diendose, por otra parte, introducir el modelo en el computador

sin elaboracion previa; y quedando reflejado, por ultimo, con

bastante aproximacion , el comportamiento cualitativo del sistema.

La penetracion de la matematica en los procesos biol6gicos

gesto los fundamentos de una nueva ciencia, la hiomatemdtioa , la

cual se ha ido desarrollando cada vez con mayor pujanza. Hoy na-

die ignora que en los ultimos cincuenta anos rauchos problemas de

la biologia moderna se han visto claramente beneficiados de un

tratamiento matematico, lo que ha originado que, en justa reci-

procidad, gran numero de matemSticos empezaran a fascinarse por

las ciencias de la vida.

En terminos estrictos, la biomatematica asume el formalism©

y la metodologla propios de la matematica en la formulacion y el

analisis de teorias inherentes a la biologia ( y en general, de

las ciencias de la vida )

.

Nacida entre los bastidores de la biofisica, la biomatemati-

ca es dificilmente distinguible de aquella hasta 1925 en que el

matematico italiano Vito Volterra de la Universidad de Roma, ini-

cia una serie de investigaciones demandadas por el biologo d'Anco-

na de la Universidad de Siena, quien preguntaba a aquel si era

factible hallar alguna via matematica para el estudio de las va-

riaciones en la composicion de determinadas asociaciones biologi-

cas. El estudio quedo fundamentado sobre las integrales de ciertas

ecuaciones diferenciales e integrodiferenciales , que fu§ necesario

examinar con detalle, tanto cuantitativa como cualitativamente.

Del dialogo fructifero d'Ancona - Volterra sobrevino una me-

moria notable que el segundo publica en 1931
| 37 | , y que signifi-

c6 el primer escalon en el desarrollo de la biomatemStica.
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En la fonnulaci6n de los modelos que han venido siendo em-

pleados desde entonces, interviene un buen numero de t^cnicas ma-

temSticas, si bien no son muchas las Sreas mSs frecuentemente uti-

lizadas (*) . En base a encuestas realizadas en Congresos de Bio-

matemStica 6 de lo que se desprende de notables colecciones es-

pecializadas como las Lectures Notes in Biomathematics de la Edi-

torial Springer Verlag o Lectures of Mathematics in the Life

Sciences de la American Mathematical Society, hoy puede afirmar-

se que en mas del setenta por ciento de los casos, los modelos

biol6gicos que se estudian estan mayormente expresados matemSti-

camente en terminos de ecuaciones de evolucion ( en general, ecua-

clones diferenciales ordinarias, ecuaciones de argumento retarda-

do, ecuaciones integrales o integrodiferenciales , ecuaciones de

reacci6n-difusi6n ) ; solo en un quince o veinte por ciento de ca-

ses, los modelos consideran efectos estocSsticos o vienen formu-

lados como procesos estocSsticos

.

En la actualidad, la biomatemStica ha experimentado un ex-

traordinario crecimiento en todos sus campos . De sus principales

repercusiones en el ambito biologico, extraemos seguidamente va-

ries contextos que acreditan su importancia, deteniendonos expre-

samente en algunos de ellos y dejando para el final del presente

trabajo una concisa ilustracion sobre algunas recientes teorias,

como la de las catastrofes y la de la bifurcacion, asi como al-

gunas consideraciones sobre el caos y sus connotaciones en el de-

sarrollo de la biologia en estos ultimos anos

.

(*) Hasta hace s61o unas decenas de anos, era generalmente asumi'
do que la unica rama de la matemdtica necesaria para un bi(51ogo,
era la estadfstica. Durante mucho tierapo fu4 ignorado que para
describir muchos procesos biol6gicos, el conocimiento de otras
ramas de la matemdtica, como las de ecuaciones di

f

erenciales y
taoria de la probabil idad , ofrecia a los bi61ogos posiciones
mis venta j osas .
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Comencemos diciendo que en la biologia cuantitativa existen,

segun es bien sabido, varies topicos cuyo desarrollo requiere t§c-

nicas totalmente diferentes de las usadas en la fisica y quimica

clSsicas. La existencia de gran numero de especies sumamente va-

riables en cuanto a tamano y apariencia, hizo indispensable la

creacion de una teoria de distribucion de medicion de caracteres,

de sus promedios y variabilidades , dando lugar a la introducci6n

de varies conceptos de gran utilidad. Asi, por ejemplo, la afini-

dad entre parientes intimos, tales como hermanos y hermanas , con-

dujo a medidas de semejanza, entre ellas los coeficientes de re-

gresion y correlacion.

Anotemos tambien que en algunos campos biologicos se ha re-

querido para su necesaria evolucion, el manejo de ecuaciones no

lineales de difusion de un tipo no standard, por ejemplo, el de

la ultracentrifugacion. Que en otros, como el de la cristalogra-

fia de los rayos X, ha sido esencial la manipulacion de series

matematicas complejas de Fourier. Y que la teoria de nudos de la

geometria, esta sirviendo actualmente a los biologos para estu-

diar las formas de anudacion del DNA ( Scido desoxirribonucleico )

de la celula viviente.

Otro hecho notable es que para construir una teoria de la

autorreproduccion, se han venido aplicando metodos matematicos al

estudio de un proceso que ha parecido siempre exclusivamente bio-

logico, muy en especial desde que el celebre matematico John von

Neumann ideara en los anos cincuenta maquinas autorreproductoras

.

Von Neumann, considerado como el mas universal hombre de ciencia

del siglo XX, abogo siempre para que el matematico profesional no

perdiera de vista la conexion con los problemas reales del mundo
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fisico, llegando a alucinar a un auditorio en una c^lebre confe-

rencia pronunciada en 1948 titulada " La teoria general y 16gica

de los automatas ", en la que propuso la construcci6n de mSquinas

que tuvieran la misma capacidad de reproducci6n que los organis-

mos vivos mostrando una nueva visi6n de la manera en que se re-

producen los seres vivientes. Sus ideas llevaron nada menos que

al descubrimiento en 1953 por los biologos Francis Crick y James

D. Watson, de las sustancias DNA y RNA (acido ribonucleico) que

componen la celula viviente (*)

.

En el analisis biol6gico de las poblaciones se presentan

cuestiones complicadas que muchas veces son resueltas aplicando

conceptos matematicos simples. Lo que se investiga principalmen-

te es el compute, estimaci6n y predicci6n de medidas y tamanos,

figurando entre sus problemas comunes el de la distribuci6n geo-

grafica de genes, el de la distribucion de edad en poblaciones,

el de variaciones en grupos de individuos en el interior de una

especie, etc... Merecen destacarse los interesantes modelos de-

bidos a A. J. Lotka (1880-1949) y A. G. McKendrick , quienes de-

dujeron el modo de predecir una estructura de edad en las pobla-

ciones humanas.

Hay que remontarse a la epoca del fisico belga Adolphe Que-

telet (1796-1874) para senalarle como el primero en dedicarse a es

tudiar estadlsticamente las variaciones de altura en un conjunto

de individuos de la especie humana , obteniendo una representaci6n

de estas variaciones mediante una curva denominada " poligono de

(*) La mol^cula DNA (portadora de toda la informacidn gen^tica ce-
lular) , pasa i ns truce iones para que el RNA constituya las protel-
nas, y mientras 4ste las forma, aqu^lla programa sus genes (deci-
diendo, por ejeraplo, altura, temperamento , etc.. en el caso de un
nino humano) , cuadro ciertamente familiar para un disenador de com
putadore s

.
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frecuencias ". Mas tarde , Francis Galton (1822-1911), impulsado

por la obra fundamental de Darwin Sobre el origen de las especies

mediante la seleccion natural (Londres, 1859), aplica metodos es-

tadlsticos a la biologia, creando la Biometr-Ca como teoria esta-

dlstica de la variacion individual.

Precisamente, algunos notables trabajos referidos esencial-

mente a la Biometria y al estudio de cruzamientos entre varieda-

des de una misma especie, y que curiosamente no tuvieron trascen-

dencia en el momento de su aparicion ( entre ellos, el famoso de

Mendel de 1865 ), adquirieron luego inusitada signif icacion en

los albores del siglo XX, para labrar los cimientos de una im-

portante nueva disciplina, la Genetica 6 ciencia de la herencia.

Los origenes de la genetica de poblaciones se remontan a

1908 cuando el matematico ingles G. H. Hardy (1877-1947) y el me-

dico aleman W. Weinberg (1862-1939) descubrieron independiente-

mente un principio relacionado con la frecuencia de genes ( ale-

los ) en una poblacion. Hardy y Weinberg mostraron que se esta-

blecia un equilibrio entre las frecuencias de los alelos en una

poblacion, y como la frecuencia relativa de aparicion de cada a-

lelo tendia a permanecer constante, generacion tras generacion.

Una relacion matematica conocida ahora como teorema de Hardy-Wein-

berg fue desarrollada para describir el equilibrio de los alelos.

Hoy se sabe que en el contexto genetico se torna fundamental

la metodologia probabilistica y el enfoque bayesiano de las si-

tuaciones teoricas inspiradas en el cultivo empirico, y que con

la genetica biometrica, las preguntas concernientes al comporta-

miento de los genes en las poblaciones y a la mecanica de la evo-

lucion han logrado adquirir una nueva entidad (*)

.

(*) Obras excelentes que recogen un estudio sistematico del decir
de la modelaci6n matematica en aen^tica de poblaciones son las
del Prof. A. Jacquard (|2l|,|22|).
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Veinte anos despues del " redescubrimiento " (1900) del

trascendental trabajo de Mendel, tres notables cientificos, R. A.

Fisher (|9|), S. Wright y J. B. S. Haldane (|l7|), se constitui-

rian en verdaderos planif icadores del planteamiento mendeliano

en cuanto a la herencia genetica. Haciendo uso de tecnicas mate-

mSticas de modelizacion , mostraron la posibilidad de combinar las

reglas de la herencia y las leyes del azar, de forma que un gen

dado sobreviva y muera en una poblaci6n.

La extrema sencillez del modelo de seleccion considerado por

Fisher - Wright - Haldane ( apoyado en la teoria de la difusion )

,

permitiS luego aclarar algunos conceptos fundamentales , entre e-

llos los de equilibria y estahilidad , que hubieron de ser consi-

derados ante la curiosidad biol6gica en saber si un sistema con-

creto ( una poblacion, un sistema ecologico ) en estado de equi-

librio, permaneceria en la proximidad de este estado cuando se

presentaran pequenas perturbaciones . El modelo despertaria, por

otra parte, el interes de muchos cientificos de la vida porque

facilitaba una prueba matematica del llamado aumento de " adapta-

ci6n " en los procesos de selecci6n que tienen lugar en la natura-

leza.

Ya hemos adelantado que diversos capitulos de la teoria de

ecuaciones diferenciales ( ecuaciones en diferencias, teoria cua-

litativa, analisis asintotico, ... ), han venido jugando un gran

papel en el estudio y comprension de numerosos problemas biol6-

gicos.

El hecho de que los modelos tengan la forma de ecuaciones di-

ferenciales, conlleva tres importantes implicaciones : la primera

es que los modelos predicen el future inmediato sobre la base del

presente , no sobre la de alguna parte del pasado; en segundo lu-
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gar, es asumido ( como en todos los modelos clasicos de fisica y

quimica ) , que el incremento de cualquiera de las variables inter-

nas ( o de estado ) en un intervalo corto de tiempo de longitud h

es una funcion especial de h; y por ultimo, los modelos son basi-

camente continuos , mas bien que discretes
1 28 1

(*).

Dentro de la clase de ecuaciones diferenciales , se aprecia

que las de primer orden gobiernan el crecimiento de varias espe-

cies. El modelo mas simple, conocido como ley malthusiana de cre-

cimiento de poblacion, puede ser formulado mediante el problema

de valor inicial: -^ —- = a.p(t) (a=cte.) , p(t ) = p ,

donde p(t) representa la poblacion de una especie dada en el tiem-

po t. La solucion del mismo: p(t) = p .e ^ traduce el hecho

de que cualquier especie que satisfaga dicha ley malthusiana crece

exponencialmente con el tiempo.

Hay que advertir que estos modelos lineales de crecimiento

de poblaciones son idoneos siempre que la poblaci6n no sea exce-

sivamente numerosa. Para poblaciones muy grandes, el modelo no re-

sulta tan seguro {**)
, por lo que conviene considerar el dado por

la denominada ley log-Cstica de crecimiento de poblacion:

-5^ = a p - b p (a,b = coeficientes vitales de la poblaci6n) ,

(*) Como lenguaje descriptivo, la teoria general de las ecuaciones
dif erenciales posee una inherente limitaci6n, y es la de que estas
ecuaciones s61o pueden describir fen6menos en donde los cambios
sean regulares y continuos. Queremos decir que, en t^rminos mate-
mciticos, las soluciones de una ecuacidn diferencial deben ser fun-
ciones dif er enciables

, que son las que se han de utilizar para los
relativamente pocos fenomenos que presentan un comportamiento bue-
no y ordenado. No obstante, la imaginacidn matemdtica se ha ido es-
merando en desarrollar m^todos que puedan ser capaces de tratar los
fenomenos divergentes y discontinues, que son los de mayor abundan-
cia en la naturaleza.

(**) Se ha comprobado que el modelo de Malthus se aplica satisfac-
toriamente a poblaciones en ciertas fases de su crecimiento, pero
esto no sucede en una variedad de otros cases.
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introducida en 1837 por el bi61ogo-matemStico alemfin Verhulst (*).

A menudo se observa en la naturaleza la lucha por la existen-

cia entre dos especies similares que compiten por la supervivencia

en una misma demarcaci6n o nicho ( sistemas depredador-presa ) que

culmina casi siempre con la completa extinci6n de una de las es-

pecies. Este fenomeno conocido como el prinaipio de exclusion com-

petitiva , fue enunciado ( si bien en forma ligeramente diferente )

por Darwin en 18 59.

Un cuidadoso estudio desde el punto de vista matemitico de

este principio ecologico bSsico es expuesto en el cap. XVII de la

obra de M. Braun |4| (**). Este autor considera un modelo deducido

matemSticamente de un sistema de dos ecuaciones diferenciales que

gobiernan la interaccion entre dos especies similares, mostrando

que toda solucion del sistema se aproxima a un estado de equili-

brio en el cual una de las especies se extingue.

Partiendo de la ley loglstica de crecimiento: -r^ = a p - b p

( donde p representa el crecimiento de poblacion ) , y designando

con p^ (t) y P^^t) las poblaciones en el tiempo t, por k y k^ (***)

(*) Si se asigna como valor natural de a^ el de 0,029 estimado per
algunos ecologistas ( lo que arroja que b valga 2.941 x 10~"

) ,

la poblaci6n humana de la Tierra, de acuerdo con esta ley loglsti-
ca, tiende al valor llmite: a 0,029

k = — = — = 9,86
b 2 .941 X 10"

miles de millones de personas.
Es claro que en estas predicciones , los desarrollos tecnol6-

gicos, consideracianes de poluciones y tendencias soc iol6gicas

,

influyen significativamente sobre los coeficientes vitales a^.y b:
consecuentemen te , 4stos deben ser revaluados cada pocos anos (|4|,
cap. V ) .

(**) Excelente libro que contiene una buena presentaci6n de aplica-
ciones .

(***) Recu^rdese que p(t) se aproxima a una poblaci6n llmite k= ^cuando t -•• <»

.
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las poblaciones maximas que el microcosmos puede soportar y por

a. p. y a^p^ los potenciales bioticos ( 6 tasas de crecimiento bajo

condiciones ideales ), de las especies 1 y 2, respectivamente , las

P-i (t) y P-pit) satisfacen ( si nos restringimos al caso de especies

aproximadamente iguales ) al sistema de ecuaciones diferenciales

:

dp^ ^1-Pl-P2
,

^P2
,
^2-P2-Pl

,= a. p. ( ) , .
= a^p^ ( ) ,

dt '
' k^ dt ^ ^ k2

pudiendose enunciar el siguiente pvincipio: " Supuesto k. > k2 ,

toda solucion p- (t) , Po^''^) '^^^ sistema anterior se aproxima a la

solucion de equilibrio p. = k. / P2 = / cuando t -> ». En otras

palabras, si las especies 1 y 2 son aproximadamente id^nticas y el

microcosmos puede soportar mas miembros de la especie 1 que de la

especie 2, entonces la especie 2 llegarS finalmente a extinguir-

se " (*) .

El problema 16 de los veintitres planteados por David Hilbert

en el segundo Congreso Internacional de MatemSticos ( Paris, 1900 )

ha conducido a una interesante interpretacion ecol6gica entre dos

especies interactuantes . Dicho problema da origen a sistemas de e-

cuaciones del tipo ^ = x.f(x,y) , ^ = y.g(x,y) , que introdu-

cen conceptos como el de ciclo " ecol6gicamente estable ". El inte-

rrogante, l hay algun sistema depredador-presa con,al menos, dos

ciclos ecologicamente estables ? , no tiene aun respuesta conoci-

da ( |27 L cap. XIX )

.

(*) En general, hay que poner ap y 3p, en lugar de p_ y p^
en los sustraendos del sistema anterior ," respectivamente , donde
a y 3 denotan grades de influencia de una de las especies sobre
la otra. Un analisis similar al efectuado permite predecir el re-
sultado de la lucha por la existencia para todos los valores de
a y 3. El caso que hemos analizado es el que corresponde 6. a=3= 1
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En una variedad de sistemas de circuitos el^ctricos para la

fisiologia comparece el importante concepto matemStico de oscila-

dor no lineal. Muchos de ellos pueden describirse en t§rminos de

un modelo basado en la ecuaci6n diferencial de B. van der Pol

(1889-1959) .

La transformacion integral de Laplace suele ser de utilidad

en muchos sistemas biologicos y fisiol6gicos que vienen descritos

mediante ecuaciones diferenciales ordinarias. La razon de ello es

que la composicion de tales sistemas conlleva en el dominio { 6

espacio antiimagen ) ecuaciones diferenciales cada vez mas compli-

cadas, en tanto que en el espacio imagen aparecen descritas me-

diante operaciones algebraicas sencillas |l6|.

En las recientes decadas hemos asistido al desarrollo de la

hiolog-Ca molecular , fundamentSndose la maquinaria bSsica de la he-

rencia biol6gica sobre la geometria del DNA y la combinatoria de

secuencias de aminoacidos. En esta Srea de la biologia, ha cons-

tituido una verdadera sorpresa que la geometria diferencial glo-

bal, cuya presencia ha sido por otra parte bien notoria en la teo-

ria cuantica de campos , este jugando ahora un papel crucial. Esto

ha podido acontecer gracias a una f6rmula debida a James H. White

1
38

I
y la teoria subyacente. Varies bi61ogos han conseguido com-

probar que dicha formula describia ciertos fen6menos de la molecu-

la DNA, existiendo tambien conexion con algunas enfermedades ( en-

tre otras , con la llamada " del sueno ", ocasionada por el parSsi-

to humano trypanosoma ) . Otras aplicaciones biol6gicas en relaci6n

con la formula citada, son dadas por W. P.. Baiier, F. H. C. Grick

y J. H. White
| 3| .
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No podemos dejar de referirnos a la variedad de problemas

biologicos en carcinogenesis, tales como el papel del ciclo de

la celula, las interacciones celulares o el proceso de transfor-

maci6n celular. Entre los progresos realizados en esta direccion

figuran, entre otros, el promovido por el modelo estocastico de

Williams y Bjerkness
|
39

|
y el mas reciente de Schiirger y Tau-

tu |32|, los cuales emplean un metodo que recurre a las funciones

de transicion como operadores, utilizando al propio tiempo la

teoria de semigrupos. Es oportuno senalar tambien la existencia

de una diversidad de modelos en relaci6n con el debido entendi-

miento del ciclo de crecimiento de las celulas blancas de la san-

gre en sistemas sanguineos normales y de mal funcionamiento , cues-

tion de gran interes en leucemia.

Un insondable mundo en el que se han realizado descripciones

matematicas muy sugestivas y en ocasiones imprescindibles para la

investigacion de grandes agrupaciones de celulas nerviosas inter-

conectadas ( como ocurre en el cerebro ) , ha sido el de las redes

neuronales . Entre los instrumentos matematicos en principio utili-

zados se incluyen metodos logicos y Slgebras de Boole. El interes

en este campo comenzo a fomentarse cuando en 1943, el fisiologo

Warren S. McCulloch del M.I.T. (U.S.A.) y el matematico Walter

Pitts de la Universidad de Pensilvania, desarrollaron un modelo

abstracto supersimplificado de la neurona en forma de un automata

finito con solo dos estados posibles: en marcha o parado. Oportu-

nas combinaciones de estos m6dulos o neuronas formales, dieron

lugar a modelos de sistemas nerviosos que permitieron formular

diversas proposiciones , entre ellas, un teorema general de S. C.

Kleene, que era capaz de caracterizar las clases de conducta que
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cabia esperar de las redes neuronales de McCulloch-Pitts . El mo-

delo neurologico de McCulloch-Pitts estimularia notables investi-

gaciones ulteriores sobre la naturaleza del pensamiento y sobre

la propia capacidad de los sistemas biol6gicos para autoorgani-

zarse ( * )

.

Entre todos los modelos matemSticos que han tratado de ex-

plicar el funcionamiento real de esos elementos basicos delsistema nervio-

so que son las neuronas, destaca el hoy ya clSsico modelo del

impulso nervioso desarrollado por A. L. Hodgkin y A. F. Huxley

de la Universidad de Cambridge |20|, quienes idearon un sistema

de ecuaciones diferenciales descriptivas del funcionamiento de un

circuito electrico artificial de comportamiento similar al de las

fibras nerviosas. Su trabajo, del que ofrecemos una brevisima i-

lustracion (**) , contribuyo a que les fuese otorgado un Premio

Nobel de Medicina.

El impulso nervioso es una variacion a modo de onda de la

diferencia de potencial a traves de la membrana del eje nervioso.

Debido a la extrema pequenez de la neurona , los citados i^vesti-

gadores realizaron en la decada de los cincuenta, varios experi-

mentos sobre ciertas fibras nerviosas ( axonas ) del calamar, cu-

yo grosor posibilita mediciones ( mediante electrodos finos ) de

diferencias de tension en la membrana lo suf icientemente precisas

para suministrar unos primeros datos fiables del modelo.

(*) En la actuaiidad, los problemas de redes neuronales siguen
siendo del m^ximo interns. El XXIV de los Symposium anuales que
se dedican a Cuestiones matem^ticas en Biologia, celebrado en
Vancouver (Canada) en Agosto de 1990, llevo por titulo "Redes Neu-
ronales" .

**> Para ma yore? detalles, veanse |l6|, |24|, en tre otros.
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Tras someter la axona a una tensi6n elSctrica exterior, bien

sea positiva, 6 negativa de pequena cuantia, inmediatamente des-

pues de desconectar desciende hasta el potencial de base. Mas, si

es negativa y su cuantia estS por encima de un cierto umbra 1 , se

produce una excitacion, es decir, la tension queda rapidamente

reforzada en un multiple de la proporcionada inicialmente y sola-

mente despues desciende hacia el estado de reposo.

Varies resultados experimentales mostraron que, tras una ex-

citacion, penetran iones de sodio en el eje nervioso durante la

fase ascendente del impulso, abandonando dicho eje iones de pota-

sio durante la fase descendente; y que la evolucion en el tiempo

de la tension producida por la excitacion depende de la concen-

tracion de iones de sodio en el medio.

Estos fenomenos hacen suponer que la excitacion de la mem-

brana tiene que ver con una alteracion de la permeabilidad para

los iones de sodio y de potasio.

Hodgkin y Huxley en 1952, midieron la corriente ionica cuan-

do se mantiene constante el potencial de la membrana , y de los

datos registrados dedujeron las leyes que rigen la dependencia

de la permeabilidad del sodio y del potasio sobre el potencial

de la membrana. Asi formularon leyes que se apoyaban en el con-

junto de cinco ecuaciones diferenciales que se explicitan seguida-

mente y cuya interpretacion daba una buena idea del comportamien-

to de las fibras nerviosas (*)

:

La propagacion del impulse nervioso, o potencial de accion,

viene traducido por un proceso electrico descrito por la ecuacion

(*) Un buen estudio ilustrativo del sistema de Hodgk

i

n-Hux 1 ey es

el de Fitzhugh
|

1
|

.
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en derivadas parciales no lineal:

R Sx2 3t

donde I representa la corriente a traves de cualquier segmento

de la membrana, E el potencial de la membrana , R la resistencia

del material de la celula en el interior de la membrana, C la ca-

pacitancia efectiva de la membrana e I . la corriente ionica. Esta

ultima viene dada a su vez por:

I. = g^ m\ (E-E^ > ^
^k n^ (E-E^^)

di di

Las conductividades del sodio y del potasio dependen de tres

variables sin dimension (m, n, h) determinadas experimentalmente

y que obedecen a las tres ecuaciones diferenciales no lineales:

— = — (m - m)
dt ^m

dn 1 / .— = —- (n - n)

dt ^n

^ = -^ (h - h)
T 00

dt ^h

En uno de los tres Congresos estivales que se celebraron du-

rante el periodo 1966-68 sobre Biologia teorica en la localidad

italiana de Bellaggio, patrocinado por la International Union of

Biological Sciences, y al cual fueron invitados geneticos , espe-

cialistas en redes nerviosas, biologos experimentales , matemSti-

cos, quimicos y fisicos, el matematico E. Ch . Zeeman de la Univer-

sidad de Cambridge aporto unos modelos topol6gicos para dos proce-

SOS f isiologicos: el del latido del coraz6n y el del impulse ner-

vioso. El ultimo de ellos causo gran revuelo, debido a que su es-

quema proporcionaba no solo una mejor comprension conceptual que
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el modelo cuantitativo de la bioquimica de dicho impulso al que

acabamos de referirnos de Hodgkin- Huxley, sino que requeria me-

nos ecuaciones que el de este 'ultimo.

Los modelos presentados por Zeeman se basaban en una teoria,

ya cimentada desde 1964, y debida al genio del matematico franees

Rene Thorn, uno de los primeros especialistas mundiales en topolo-

gia diferencial ( que, al igual que Zeeman, tambien figuraba entre

los invitados al ciclo de Bellaggio ) . El fundamento de esa teoria

consistia en la descripcion de los fenomenos discontinuos de la

naturaleza con la ayuda de modelos matematicos continues ; en len-

guaje matematico, trataba esencialmente de la transformacion de

unos conceptos abstractos en ciertas formas geometricas llamadas

catdstrofes. En contraposicion con la teoria newtoniana que solo

considera fenomenos regulares y continues, la teor-ia de catdstro-

fes nacia para cenfigurar un metedo universal destinado al estu-

dio de todas las transicienes con saltos, discentinuidades y cam-

bios brusces de cualquier forma y especie ( come catastrofes se

identificaban, por ejemple, un subito desequilibrie nervioso 6

la repentina explosion de una burbuja )

.

El preposito de Thom, tal y come emergio de su mente, apun-

taba ante tode hacia un lenguaje matematico para la biologia. Un

area primordial de su teoria era la de la movfogenesis u erigen

de la forma en la vida y en la naturaleza inorganica. Para Thom,

apasionade estudioso de la embrielogia, las matematicas de los

curses estables del cambie y las matematicas de la forma bielogi-

ca eran las mismas, en base a que teda forma de un organismo re-

presenta un registre parcial de los proceses de desarrolle y me-
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tabolismo (*). Obsesionado con el problema de su descripci6n, crea

Thorn un contexto matematico basado en el supuesto de una estabili-

dad estructural de la naturaleza que hace hincapie en la regulari-

dad cualitativa, en vez de hacerlo en la cuantitativa (**)

.

La raiz de sus elucubraciones habria que buscarla principal-

mente en la conexion existente entre el calculo de variaciones y

cierto tipo de singularidades " planim^tricas " estudiadas por el

americano H. Whitney (***) y relacionadas especialmente con la es-

tabilidad de movimientos de los sistemas dinSmicos , esto es, de

la din^mica cualitativa que tuvo su origen en Poincare (1854-1912),

Convencido de que la topologia podia servir como lenguaje natural

idoneo para definir los conceptos de forma y cambio estructural.

Thorn revoluciono la matemStica aplicada con el desarrollo de una

dinamica cualitativa adaptSndola especialmente a las biociencias.

La propiedad que Thorn designa como estabilidad estructural

,

subyacente a la teoria entera, se manifiesta en si misma en una

(*) Influyo sin duda en sus inves tigac iones la excelente obra de
Thompson ( On Growth and Form - Cambridge University Press, 1917 )

en la que se exploran aspectos matemiticos y fisicos de la forma
natural. Tampoco le pas6 por alto el reto en 1940 a los bi61ogos
del fisico alem^n B. Bavink de que se relegase a segundo termino
el concepto de cantidad mensurable y contable, colocando en el
primero el concepto b^sico biologico de forma ( 6 gestalt ) .

(**) Thorn escribe " toda la ciencia se basa en la suposici6n im-
pllcita de estabilidad estructural "

, y tambi^n " la ciencia
es posible solo si las observaciones y los resultados son cuali-
tat ivamente repetibles ".

(***) La teoria de singularidades es una amplia generalizaci6n
del estudio de funciones en puntos mSximos y minimos; y en la teo-
ria de Whitney las funciones se sustituyen por aplicaciones ( en
general, colecciones de varias funciones de varias variables )

.

Ren6 Thorn y E. C. Zeeman llegaron a sugerir que la combinacion
de la teoria de singularidades y sus aplicaciones deberia llamar-
se teoria de catastrofes.
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constancia local de estructuras cualitativas (*)

.

Que las concepciones de Thorn no careclan de precedentes se

pone de manifiesto si recordamos que ya dos matematicos rusos

,

Andronov y Pontryagin, habian desarrollado en 1937 la dinamica

cualitativa de Poincare en una definicion general de la estabili-

dad estructural. Tuvieron que superar algunos delicados plantea-

mientos. Para ellos, dadas las ecuaciones que describe cualquier

sistema dinamico, una cuestion crucial era saber c6mo se distri-

buian topologicamente las soluciones estables de dichas ecuacio-

nes: c representaba un estado estable del sistema parte de una

gama continua o un reducto aislado rodeado de inestabilidad ?

c podria un pequeno cambio cuantitativo alterar ligeramente las

soluciones o bien produciria otras nuevas muy diferentes 6 inclu-

so llegaria a no dejar ninguna ?

Anos mas tarde Thom, que habia trabajado intensamente en la

relacion de las singularidades topol6gicas con las especificas

del calculo, se percato de que un adecuado conocimiento de la

" disposicion " o estructura de los mSximos y minimos de un pro-

ceso era en general equivalente a conocer su comportamiento cua-

litativo, encontrandose asi con una cuesti6n fundamental: d cuSn-

tas estructuras topologicamente diferentes eran posibles ?

Imbuido en la creencia de que debia haber { al menos para

los procesos simples ) un numero limitado de estructuras arque-

(*) Dos experimentos no dan nunca los mismos resultados cuantita-
tivos, porque las condiciones exper imentales no pueden reprodu-
cirse exactamente y las perturbac iones externas no quedan elimi-
nadas por completo. Grosso modo , la propiedad de estabilidad es-
tructural pretende expresar que, en base al credo cientifico en
un orden prees tablecido para el universe que presupone que en ge-
neral los experimentos se pueden repetir, aun cuando no fuera en •

forma de reproduccion exacta, lo que se espera que ocurra es que
al repetirlos aproximadamente en las mismas condiciones, se deben
obtener aproximadamente los mismos resultados (|3l|, p^g . 21).
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tipicas, algo asi como un desdoblamiento Qnico para cada singula-

ridad, en 1965 llega a una notable conclusion: que para una serie

muy amplia de procesos, solo eran posibles siete desdoblamientos

estables, a los que llamo catdstrofes elementales |40|.

El libro de Thorn |35| aparecio en 1972, con un prefacio de

Waddington (*) quien lo comentaba como una contribucion muy impor-

tante a la filosofla de la ciencia y en particular a la biologia

teorica. La tesis que sostiene la obra y que refleja su titulo

Stabilite structurelle et morphogenese es , resumiendo, que las

formas descritas por la teoria de catSstrofes y en particular las

siete catastrofes elementales, representan en definitiva, unas for-

mas elementales cuyas combinaciones permiten recrear la infinita

sucesion de formas naturales. Ahora bien, esto no es debido al

azar, sino a una morfogenesis cuya logica interna es la teoria

matemStica de la estabilidad estructural.

Sin entrar en detalles, la teoria de catastrofes se interesa

en sistemas cuyo estado viene descrito por n variables internas

( variables de estado ) y coiyo comportamiento { normalmente regu-

lar, aunque pudiendo presentar irregularidades ) se encuentra ba-

jo el control de m parametros externos ( factores de control )

.

Dos hipotesis son necesarias para aplicar la teoria de catas-

trofes en su forma actual: la primera, es que el sistema descrito

se rija por un potencial; la segunda , que el niimero de factores

(*) C. H. Waddington, profesor de gen^tica animal en la Universi-
dad de Edinburgo y presidente de la International Union of Biolo-
gical Sciences, fu4 el primer cientlfico de categoria que aclam6
la teoria de .catdstrofes. Experto en morfogenesis, mantuvo que la
bioquimica s61a no puede explicarla, sugiriendo ya desde 1940, que
para el estudio apropiado de las formas biol6gicas seria deseable
una teoria que hablase en t^rminos de " operadores topol6gicos ".

Thorn se propuso inicialmente dar una mayor precisi6n al concepto
de creodo , inventado por Waddington para ayudar a explicar algunas
de las propiedades de desarrollo de los organismos.

217



de control de los que depende su conducta sea limitado ( por ra-

zones matematicas dificiles de justificar aqui , se supone siempre

m ^ 4 ) .

Un proceso de abstraccion topologica hizo posible el llamado

teorema de clasificacidn de Thorn (1965), en virtud del cual " en

un sistema gobernado por un potencial y cuyo comportamiento de-

pende de un numero de variables de control no mayor que cuatro,

solo son posibles siete catastrofes distintas, es decir, siete

tipos de discontinuidad cualitativamente diferentes ( no inter-

viniendo en ninguna de ellas mSs de dos variables de estado " (*)

.

Ya hemos dicho que Thorn, de hecho, se habia apoyado en su

convene imiento de que las formas cualitativas , geometricas , topo-

16gicas de comportamiento que se observaban en las catastrofes el6-

mentales debian repetirse en muchos procesos (**) , lo que matema-

ticamentesignif icaba demostrar la existencia y unicidad de esas

(*) J. Guckenheime r , experto en teoria dinamica y en topologia,
expuso en 1973 un contrae j emplo para el teorema de Thom en el que
daba a entender que el " siete raagico ", tan elogiado por los es-
pecialistas en teoria de catastrofes, debia ser aumentado para que
el teorema fuese correcto.

(**) En el siglo XVIII, los cientificos quedaron asombrados al des-
cubrir que las celdas de un panal estaban muy proximas a utilizar
el minimo absoluto de cera para cerrar un volumen dado, l les per-
mitian a las abejas sus instintos resolver un problema de calculo
de variaciones ? Hoy nos damos cuenta de que la presion de los
cuerpos de las abejas a trabajar la cera suave y templada es sufi-
ciente para dar la razon al fenomeno. Cada pared de una celda es-
td sometida a presion por ambos lados y adopta una forma que igua-
la esa presion tanto como es posible. Las celdas son de secci6n e-
xagonal por la misma razon que una bandeja de peniques, si se sacu-
de hasta que los peniques esten pegados los unos a los otros, pre-
senta una colocacion exagonal . No importa que los movimientos de
las abejas sean muy diferentes y mucho m^s complejos que las vibra-
ciones de la bandeja. La forma cualitativa, geometrica, que resulta
es la misma ( Transcrito de |40| , pags. 41 y 42 ) .

Volvemos a insistir en que para Thom, " en la Ciencia s61o
cuentan las experiencias que se repiten. La experiencia efectuada
no sera considerada como valida, mas que si otro exper imen tador ,

que efectua la misma experiencia en otro tiempo y en otro lugar,
obtiene s ens iblemen t e la misma morfoloqia que en la primera expe-
riencia "(|36|, p. 11).
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siete formas abstractas, debiendo ser ademis estructuralmente es-

tables.

Las denominaciones de esas siete catSstrofes elementales son

las siguientes: el pliegue, la cuspide, la cola de milano, la ma-

riposa, y las umbilicales hiperb61ica, ellptica y parab61ica (*).

El teorema fundamental de la teoria de catSstrofes, interpretado

en dimension 3 ( tres parSmetros externos ) , enuncia la existen-

cia de cinco con juntos de catastrofes elementales. A cada una de

ellas esta asociado un sistema descrito por un potencial depen-

diente de una ( pliegue, cuspide, cola de milano ) o de dos va-

riables internas ( umbilicas hiperbolica y ellptica ) . La exten-

sion a cuatro parametros implica la introduccion de dos formas

nuevas ( mariposa, umbllica parabolica ).

Entre otras muchas aplicaciones , puede asegurarse que las

tres catastrofes umbilicales dirigen muy verosimilmente en Biolo-

gia, por ejemplo, la organogenesis de los procesos de captura

( fagocitosis en los unicelulares ) y de la sexualidad ( formaciSn

y emision de gametos ) . El blastopore en la gastrulacion de los

anfibios proporciona un ejemplo probable en Embriologia ,
' deMa~co-

la de milano. Ha llamado la atencion, asimismo, las similitudes

de formas entre el desdoblamiento de la catastrofe umbilica hi-

perbolica y la formacion del pie y la cabeza de una seta, asi co-

mo entre el embrion de un erizo de mar y el de la catastrofe umbi-

lical ellptica.

(*) Las denominaciones de las cuatro primeras vienen sugeridas
por los rasgos visuales de los gr^ficos que las describen; las
de las tres restantes - dificiles de visualizar - llevan nombres
inatem^ t icos .
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La teoria de catSstrofes, que lleg6 a considerarse para al-

gunos, como uno de los principales movimientos intelectuales del

siglo, fue contrastada, atacada y defendida en los terminos apro-

piados a una teoria cientifica. Un buen ntimero de articulos han

sido dedicados sistematicamente a la critica de la misma. Entre

ellos, pueden citarse el de J. Guckenheimer |l5|, el del biologo

matematico Jack Cowan (*) ; el del bi61ogo B. Goodwin (**) , los

de los matematicos Steven Smale (***) y H. J. Sussmann y R. S.

Zahler (****), ... otros muchos, como el ya citado C. H. Wadding-

ton ("), es decidido defensor de la teoria, asi como E. C. Zeeman,

quien hizo patente en varies notables articulos que compartia las

ideas de Thom ("^), etc ...

En realidad, lo que importa de una teoria es lo titil que pue-

de resultar, y no los argumentos en su favor o en contra. Una gran

ventaja de la teoria de las catastrofes es la de poseer la garan-

tla de que las conclusiones basadas en la misma son estructural-

mente estables, lo que no es frecuente con muchos otros metodos.

(*) Cowan sostiene que " la biologia est5 llena de oscilaciones
y de ciclos m^s o menos estables en todos los niveles y es raro
encontrar un potencial claro que haga la situaci6n estrictamente
tratable en terminos de la teoria de catastrofes "

( |40| , p. 88)

.

(**) Que dejo escrito, " Creo que las percepciones cualitativas
de la conducta de los sistemas dindmicos que proporciona la to-
pologla debe combinarse con un an^lisis cuantitativo "

(
| 40 | , p . 44 )

.

(***) Smale, medalla Fields, afirma que " la teoria tiene m^s de
f ilosof ia que de matem^ticas "

.

(****) Quienes dirigieron una polemica poniendo en entredicho la
univer salidad y el valor de la teoria. declarando que eran exa-
geradas las pretensiones de la misma |34|

.

(") La influencia de Waddington sobre Thom se trasluce cuando €s-
te afirma que la vida es un proceso en el que se transmite estabi-
lidad, no simplemente un ordenamiento dado por genes. Fu6 Wadding-
ton quien acuno la palabra homeorhesis (v.g. "mismo caraino") para
los procesos de desarrollo biol6gico que siguen un curso estable
de cambio.

("*) Para ilustrar una de las catastrofes elementales, Zeeman lle-
g6 a disenar una curiosa maquina (una especie de aparato de cart»6n

y goma) . Discrepaba de Thom en cuanto al modo de usar la teoria.
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Al configurarse ademSs, como una teoria topol6gica, proporciona

directamente resultados cualitativos |3l|.

Hoy en dia ha aparecido la teorla de catlstrofes generaliza-

da , la cual abandona la hip6tesis de que la dinSmica del campo de-

rive de un potencial |8|.

Al margen de los ejcmplos anteriormente citados, la teoria

de cat^strofes ha venido aplic^ndose a la biologia en muchos de

sus campos, desde la bioqulmica a la genetica, a la embriologla

y a la teorla de la evolucion. Entre los curiosos modelos existen-

tes, es muy conocido, si bien duramente criticado, el de aplica-

ci6n en el estudio del comportamiento animal debido a Zeeman y .

referido a la conducta agresiva en el perro. En este modelo, son

factores dominantes de control, el enfado ( que solo hace que el

perro ataque ) y el miedo ( que s61o le hace huir o someterse )

.

El modelo refleja los diferentes cursos de estados agresivos o su-

misos, donde la conducta neutral mSs probable es la de niveles ba-

jos en ambos estados y poco probable cuando ambos son fuertes.

Otro ejemplo interesante es el del comportamiento territo-

rial que despliega el urogallo.

Modelos mas complejos permiten mostrar como interactuan las

diferentes especies en cuanto a sus comportamientos , 6 como cam-

bian esas interacciones con el tiempo.

El analisis cualitativo de la teoria de catastrofes sugiere

asimismo, las diversas maneras con las que puede controlarse la

formacion de nubes de langostas.

Anadamos, para terminar, que la denominada " semiologia topo-

logica " |23|, basada en la teoria de catastrofes elementales, se

ha aplicado con exito para la interpretaci6n de imagenes radiogrS-

ficas ( formas estaticas ) y registros peri6dicos ( E.C.G. ).
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Algunos matematicos opinan que para el estudio de las discon-

tinuidades de la naturaleza, existen otras tecnicas matematicas ya

desarrolladas, quizas mejores que la teoria de catastrofes, como

las de la teoria cuantica, teoria de ondas de choque y especial-

mente el campo muy activo de la teoria de la bifurcacion. En par-

ticular, esta ultima teoria supone un desafio al principio de Thorn

de la estabilidad estructural. No obstante, y de hecho, hay una es-

trecha correspondencia entre la teoria de catastrofes y la de la

bifurcaci6n, y en una muy buena parte de casos, sus matematicas

se superponen 6 mejor aun, devienen equivalentes

.

En realidad, cabe decir que singularidades , bifurcaciones y

catastrofes, representan terminos diferentes para describir la a-

paricion de estructuras discretas ( esto es, no continuas ) a par-

tir de estructuras suaves, regulares y continuas. Si la catSstrofe

constituye el salto brusco surgido como respuesta de un determina-

do sistema ante una alteracion suave en las condiciones externas,

la bifurcacion ( pal*bra sinonima de " ramificacion "
) , designa

generalmente cualquier metamorfosis cualitativa del sistema frente

a un cambio en los parametros de los que depende.

La teoria de la bifurcacion nacio con las investigaciones del

matematico Leonhard Euler a mitad del siglo XVIII y comenzo a ad-

quirir significacion con el primero de los trabajos ya citados de

H. Poincare (*) de finales del siglo XIX. La teoria trata de un

cuerpo de tecnicas para estudiar las soluciones de ecuaciones di-

ferenciales { en general, en derivadas parciales ) no lineales cu-

yo carScter cambia de manera discontinua cuando los parametros que

{*) These: " Sur les propriet^s des fonctions definies par les
Equations aux differences partielles " (1879).
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intervienen en las ecuaciones atraviesan ciertos umbrales.

El proceso de la bifurcacion es importante en la estabilidad

estructural, en ciertas reacciones quimicas, en las inestabilida-

des en plasmas y ocurre tambien en flujos turbulentos ; en particu-

lar, el arranque de uma turbulencia puede ser descrito matemStica-

mente por bifurcaciones sucesivas, que conducen a una transici6n

del orden hacia el desorden.

Hasta primeros del decenio de 1960 la mayoria de los cienti-

ficos y muy en especial los biologos, no habian prestado especial

cuidado a las bifurcaciones que llevan a un estado erratico, por

no tener quizas unos alicientes concretos que les impulsasen a ex-

plorar el comportamiento desordenado y, por otro lado, si bien los

matemSticos ya habian reparado en las bifurcaciones , tampoco po-

seian incentives suficientes que les indujesen a describir para

que servia el desorden.

Pero 3l sorprendente hallazgo de que algunas ecuaciones mate-

maticas muy sencillas podian modelar sistemas tan violentos como

una cascada; y mas en general, la apreciacion de que ciertos com-

portamientos dinamicos complejos debidos al efecto de fuertes no

linealidades, se encontraban particularmente ligados a lo que se-

ria llamado el caos en biologia en los problemas de equilibrio de

poblaciones, asi como a notables cuestiones de mecanica celeste,

de fisica de aceleracion de particulas y de cinetica quimica, al-

tero sensiblemente el norte preferencial de algunos senderos de

la investigacion cientifica.

Se puso decididamente mucha mayor atencion al hecho de que

algunos contextos matematicos, y en especial, la teoria de la di-
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namica de los sistemas no lineales (*) , coadyuvaban en gran medi-

da a comprender una diversidad de fenomenos , como el de las epi-

demias, el de los cambios climatol6gicos , el de la formacion de

las nubes, el de los complicados ritmos del corazon humano , etc.,

siendo esto el origen del interes inusitado por un tipo de proble-

mas que en el pasado solo concentraba adeptos en la mecanica ce-

leste.

Conceptos nuevos involucrados en los comportamientos comple-

jos de algunos sistemas dinSmicos/ propulsaron el desarrollo de

teorias espectaculares; entre ellos, los de caos , fractal , atvac-

tor extrano , ...

El primero sobrevino a raiz del descubrimiento de que algunos

sistemas deterministas muy simples, con solo unos pocos elementos

podian generar comportamiento erratico, llam^ndose caos a la alea-

toriedad asi generada. Hoyquizas sea v§lido reemplazar las pala-

bras catdstrofe genevalizada por las de caos detevminista

.

El termino fractal , debido a Benoit B. Mandelbrot, matematico

del Institute Thomas Watson de I.B.M. , culmino en una geanetria sorprenden-

te de la naturaleza. La imagen de un fractal, tal y como fue conce-

bido, consta de fragmentos geometricos de orientacion y tamano va-

riable, pero de aspecto similar. Una notable particularidad en el

caso de la geometria de fractales, es que la nocion de longitud

carece de significado, y para cuantificar de que modo llena el es-

pacio un fractal hay que acudir al concepto matematico de dimension.

(*) Es bien sabido que un sistema din^mico consta de dos partes:
la nocion de estado ( la informacion esencial sobre aqu41 ) y una
din^mica ( regla que describe como evoluciona el estado en el tiem-
po ) • El ejemplo cl^sico mas conocido de sistema din^mico es el del
p^ndulo simple. En un sentido muy amplio, cuando el sistema no res-
ponde a los estimulos en proporcion directa, se dice no lineal.
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Los fractales tienen dimension fraccionaria ( no entera )(*), la

cual representa el medio de ponderar cualidades carentes de una

definici6n clara como el grado de escabrosidad , discontinuidad

o irregularidad de un objeto (**).

En lo que concierne a las ciencias de la vida, varios biolo-

gos teoricos se apercibieron de que en el cuerpo humano abundan

las estructuras f ractaliformes . Pudo registrarse que las neuronas

constituyen ejemplos de estructura fractal; asi como que el cuer-

po celular se ramifica en dendritas, las cuales se escinden, a su

vez , en fibras mSs finas, estructura que puede tener relacion con

el caos en el sistema nervioso. Algunos investigadores , por otra

parte, recurririan recientemente a la geometria fractal para tra-

tar de explicar anomalias en las pautas de flujo sanguineo que pe-

netra en el corazcnsano.

Se comprobo asimismo y a sabiendas de que la descripcion

" exponencial " clSsica de la ramificacion de los bronquios no e-

ra satisfactoria, que la fractal encajaba con los datos; y muchas

otras diversas aserciones como, por ejemplo, la de que el sistema

(*) La dimension fractal no es otra que la dimensi6n de Hausdorff-
Besicovitch, que permite asignar medidas a conjuntos para los cua-
les la medida usual de Lebesgue resulta inadecuada. En la geome-
tria cl^sica (la euclidea), las rectas tienen dimensi6n uno, los
circulos dimension dos y las esferas lo son de tres. Asi, mientras
que una linea euclidea llena exactamente un espacio unidimensio-
nal, una linea fractal se desparrama en un espacio bidimensional

;

consecuentemente , una linea fractal - la de la costa, por ejemplo
tiene una dimension comprendida entre uno y dos; y an^logamente

,

una superficie fractal - una montana, verbigracia - tiene dimen-
si6n intermedia entre dos y tres.

(**) Para Mandelbrot, la existencia en la naturaleza de numerosas
figuras irregulares y f ragmentadas , no parece discutible; pero que
el grado de irregularidad y f ragmentac ion sea mensurable, es una
idea que no s61o no logr6 imponerse en el pasado, sino que aun exi
ge ulteriores e lucubrac iones para que sea aceptada ( l|, p. 135 ).
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colector urinario y el del conducto biliar en el higado, resultaban

ser fractales (*) . Aun mas y en definitiva, que eran fractales las

estructuras que proporcionaron la clave de la dinSmica no lineal.

No obstante, la teoria incomprensiblemente no acab6 de cuajar del

todo en el seno de algunos colectivos cientificos, y la euforia

fractal decline, atravesandose periodos de indiferencia

.

Desde un Sngulo matematico, el conjunto de las bifurcaciones

de una clase de sistemas dinamicos deterministas ( cuyo comporta-

miento viene descrito por una recurrencia o una ecuacion diferen-

cial ) , posee una estructura fractal en el espacio de sus parSme-

tros; es decir, la organizacion de este conjunto resulta similar

a la de sus partes, incluso inf initesimales, Ahora bien;todo es-

to se encuentra en conexion con la aparicion de un complicado com-

portamiento dinamico que traduce la presencia de un tipo de situa-

ciones que parecen no llevar ni a un estado estable ni a un curso

estable de cambio ( por ejemplo, estado estacionario no constante

y no periodico, entre otros ) y en el que queda inmerso un nuevo

concepto, el de atractor extrano , que permite hablar de comporta-

miento caotico para los sistemas atrapados por esos atractores (**)

.

En 1963, Edward N. Lorenz, del M.I.T. (U.S.A.), descubrio el

caso de un sistema con pocos grades de libertad que tenia un compor-

tamiento extranamente complejo. El sistema se manifestaba de una for-

ma errStica que se desentendia de toda caracterizacion basada en cualquiera

de los tres tipos de atractores que hasta esa fecha se conoclan.

En la construcci6n de aproximaciones sucesivas de soluciones

(*) Basado en un principio de aleatoriedad , el biologo A. Lindenma-
yer desarroll6 en 1968 un modelo para la descripci6n de formas de
plantas aunque con una variable de termini sta . Esto condujo a una cla-
se especial de fractales que se denominar ian sistemas L.

(**) En terminos groseros, un atractor es a lo que tiende, o a lo
que es atrafdo, el comportamien to de un sistema. Hasta hace relati-
vamente poco tiempo, los puntos fijos, los ciclos limites y las su-
perficies toroidales, eran los unices atractores conocidos.
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de ese sistema de ecuaciones de Lorenz , los experimentos num^ri-

cos sugirieron la existencia de un conjunto de atracci6n de di-

mension algo mayor que dos , que tenia una complicada estructura

topologica. El atractor observado, llamado hoy atraator de Lovenz

,

fu§ el primer ejemplo de atractor ca6tico o extvano (*).

La Indole determinista de los modelos dinSmicos construldos

con estos atractores consienten cierta predecibilidad . El ec61ogo

W. M. Schaffer, que ya habia computado exponentes de Lyapunov (**)

y mapas de Poincare, usa atractores extranos para explorar la epi-

demiologia de enfermedades infantiles, tales como el sarampi6n y

las viruelas locas ( con tecnicas de reconstruccion del espacio

de fases mostraria, por ejemplo, que el sarampi6n obedece a un a-

tractor extrano, cuya dimension fractal es aproximadamente de 2,5 )

(|11
I

, p. 315) (***) .

(*) En un notable articulo aparecido en 1963 ( Deterministic non-
periodic flows, J. Atmos. Sci. 2_0, 130-141 ), cuyo objetivo inicial
era estudiar el fen6meno de convecci6n en la atm6sfera de la Tierra
por caldeamiento de su regi6n inferior y enf riamiento de la supe-
rior, el ineteor61ogo E.N. Lorenz dedujo su ya famoso sistema aut6-
nomo no lineal de ecuaciones dif erenciales :

dx/dt =a(y-x), dy/dt =rx-y-xz, dz/dt =xy-bz ( a , r , b=par^me t . posit.)
La figura a la que conduce la aproximaci6n num^rica de una solu-

ci6n de este sistema es una especie de espiral doble, semejante a

las alas de una mariposa, en la que se describen o entretejen unos
lazos sin aparente regularidad en su numero, y dependiendo el sub-
siguiente nUmero de lazos sensiblemente de los valores iniciales,
de tal modo que una pequena perturbaci6n de 6stos, produce otra
serie alternante de lazos. A esta figura se la conoce como "mariposa
de Lorenz".

Es sorprendente que la belleza del articulo de Lorenz y sobreto-
do sus ideas, fueran ignorados nada menos que durante unos diez anos

(**) Estos exponentes representan unos numeros que en un sistema
proporcionan un m^todo para medir los efectos antag6nicos de esti-
rar, contraer y plegar, en el espacio de fases de un atractor.

(***) Consideramos oportuno anadir que un atractor ca6tico puede
interpretarse como un fractal, en el sentido de objeto que va reve-
lando nuevos detalles, a medida que se va ampl i

f

icando .
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Debemos puntualizar que seria principalmente en la decada

de 1970, cuando diversos grupos de matemSticos, fisicos, biolo-

gos y cientificos de la vida, haciendose eco de los desordenes

de que adolecia la naturaleza, indagaron con mayor profundidad

nexos entre las diferentes clases de irregularidades . Los mate-

mSticos, como ya anticipamos, se enfrascaron mas detenidamente

en los sistemas dinamicos, reparando algunos en que la turbulen-

cia en los fluidos podia estar relacionada con la fenomenologia

de los atractores extranos, y hallando soluciones ca6ticas en e-

cuaciones similares a las de la cinetica quimica y en las que

gobiernan la dinamica de neuronas. Muchos fisicos ( con especial

Snfasis por parte de algunos norteamericanos como Joseph Ford en

Georgia, Robert Shaw en California y otros ), llegaron a decidir

que la dinSmica no lineal era el future de la fisica ( I todo el

future ! ) . Los f isiologos encontraron un insolito orden en el

caos que sobreviene en el corazon humano, como causa primera de

inexplicables muertes subitas (*) . Los ecologistas polemizaron

abiertamente entre si, respecto de la forma de ver el mundo ( pa-

ra algunos, las poblaciones eran en general, uniformes y constan-

tes, bajo la egida de un determinism© regulador; otros concluian

que eran mas bien irregulares y que lo que las trastornaban eran

factores ambientales impredecibles , criterio que anulaba cual-

quier hipotesis determinista ) . Y aquellos que poseian solidos

(*) A ralz de que en estos ultimos cinco anos se descubriera que
el corazon y otros sistemas fisiologicos se comportan generalmen-
te de modo erratico cuando son j6venes y sanos, y que contraria-
mente a lo que por intuicion cabria esperar, el enve j ecimiento y
la enfermedad suelen ir acompanados de comportami entos de regula-
ridad creciente, los fisiologos actuales conciben al caos como
senal de salud, y la disminucion de a 1 terabil idad y acentuacion
de periodicidades lo asocian con la enfermedad

aa y
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conocimientos matemSticos se esmeraron en tratar diversos grupos

de criaturas como sistemas dinamicos. Los epidemi61ogos , en base

al analisis de ciertos registros de epidemias de sarampion y de

otras enfermedades, y en general los estudiosos de la dinamica de

poblaciones, descubrieron que sencillos modelos deterministas po-

dlan acarrear asombrosos comportamientos pletoricos de azar; fi-

nalmente, los biologos moleculares se dispusieron a concebir las

proteinas como sistemas en movimiento.

Unos diez anos mSs tarde , todas esas percepciones y dinamis-

mo desplegado para comprender el desarrollo de la complejidad en

la naturaleza, se tradujo en una nueva ciencia bautizada por mu-

chos bajo el nombre de caos (*) , cuyo proposito no era otro que el

de forjar un metodo para ver orden y pauta donde antes solo era

observado el azar, la irregularidad y lo impredecible . Se lleg6

al extreme de decir que " la ciencia clasica acaba donde el caos

empieza ". Algunos la llamaron ciencia no lineal (|ll|,p.11) (**).

Hay que anadir ahora que, si bien es verdad ( como oportuna-

mente fue advertido ) que hubieron epocas en que una buena parte

de matematicos y fisicos optaron por dar la espalda a las imSgenes

excentricas de los fractales de Mandelbrot, los frutos de las nue-

vas investigaciones hicieron reverdecer la nube de polvo de Can-

{*) Entre la gran profusion de obras y trabajos aparecidos ultima-
mente, destacamos aqui las recientes colecciones de excelentes ar-
ticulos sobre caos ( estudios exper imentales , caracter izaci6n de
fen6menos ca6ticos, etc ... ) que pueden verse en Directions in
CHAOS (vols. I, li. III y IV), Edit. Hao-Bai-Lin, World. Scienti-
fic. Publ. Co., Singapore (1990).

(**) El matem^tico Stanislas Ulam ironiz6 al respecto diciendo
que llamar " ciencia no lineal " al estudio del caos, era defi-
nir la zoologia como el " estudio de los animales no elefantes ".
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tor, el copo de nieve de Koch, el triangulo de Sierpinski, la

curva de Peano y, en definitiva, todo cuanto configuraba aquella

geometria que el cientifico de la I. B. M. decia que era necesa-

rio que se aplicase para desvelar nuestro universo real, ^spero

y escabroso, con su inmensa variedad de formas naturales { nubes,

montafias, arboles, capilares sanguineos, pulmones, ... ), imposi-

bles de describir mediante la geometria estudiada en los ultimos

dos mil quinientos anos.

Alcanzo entonces su 6ptimo esplendor la esencia del mensaje

de Mandelbrot (*) : que muchas de las estructuras de la naturale-

za que aparentan tener una complejidad extraordinaria, poseen

realmente una misma regularidad geometrica (**) . Pero sobretodo

se hizo patente el evidente paralelismo de esta teoria con la del

caos deterministico de la din^mica no lineal, hasta tal punto que

en estos ultimos anos, la geometria fractal ha revelado mucho so-

bre la naturaleza oculta del caos y el orden en el universo na-

tural (***).

(*) Con la renacida euforia surgieron ulteriores extensiones que
suministrar Ian bases de avances signi f icat ivos en el an^lisis de
los sistemas din^micos y en el de los atractores ca6ticos, como
(entre otros) el analisis mul tif ractal

.

(**) Se trata de una propiedad que caracteriza a los sistemas qu(

ofrecen el mismo aspecto a diversas escalas (de longitud o de
tiempo) y que es llamada autosemejanza

.

(***) Un claro exponente • del binomio orden-caos lo constituye el
modelo de Mandelbrot de 1980, el cual se define matera^ticamente
como el conjunto de todos los puntos del piano complejo que dan
origen a un conjunto de Juli^ conexo. Su fabulosa riqueza en
formas y estructuras se contrapone fuertemente con la sencillez
de las reglas que lo describen.

El conjunto de Mandelbrot se ha llegado a catalogar como el
"mas complejo objeto de la matem^tica". Entusiasmado con su ha-
llazgo, increlble combinaci6n de absoluta simplicidad y vertigi-
nosa compl icacion , dice Mandelbrot "no me cansaria de devanear
sobre la belleza de este conjunto".
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Muchos cientificos defendieron calurosamente la necesidad

de ensenar el caos, propugnando una rSpida estructuraci6n de los

programas matematicos en la ensenanza universitaria por conside-

rarlos plagados, incluso en cursos avanzados, de teorias aferra-

das al vasto campo de la linealidad, a causa sin duda de su fruc-

tifera aplicacion a numerosos problemas lineales fundamentales de

las ciencias fisicas, pero marginando con ello una indispensable

y temprana educacion matematica en sistemas como los no lineales,

de abrumadora presencia en el mundo en que vivimos (*)

.

La existencia del caos afecto, por otra parte, al mismo ^.e-

todo cientifico, representando un abierto enfrentamiento al punto

de vista veduccionista , en virtud del cual, y como se sabe , un sis-

tema puede entenderse dcscomponiendolo para estudiar cada parte

por separado, criterio que, desde que se impuso en la mecSnica clS-

sica ( para invadir luego las otras ciencias ) , ha prevalecido en

buena medida debido a la presencia de gran numero de sistemas en

los que el comportamiento del todo es realmente la suma de los com-

portamientos de sus componentes
| 7 |

.

Ese metodo cientifico, encaminado directamente a simplificar

la complejidad de los fenomenos, se remonta a Galileo, quien en

principio la reduce a una explicacion en t^rminos de unos cuantos

elementcs simples, de unas cuantas variables mensurables: espacio,

velocidad, tiempo. Despues Newton di6 forma a las leyes de la dinS-

{*) El bi61ogo matemitico Robert May de Princeton, pionero en la
invest igac i6n del caos mediante la "duplicaci6n de perlodos", es-
cribe al respecto en Nature (Junio 1976) :

" La intuici6n matemati-
ca asi desarrollada equipa mal al estudiante para enfrentarse con
el extravagante comportamiento exhibido por el m^s sencillo de los
sistemas no lineales discontinues, como, la ecuaci6n "loglstica" de
la din^mica de poblaciones. Semejantes sistemas no lineales son se-
guramente la regla, no la excepci6n, en todo lo que no concierna a
las ciencias fisicas No s61o en la invest igac i6n , sino tam-
bi4n en el mundo cotidiano de la polftica y la economia, saldrlamos
ganando si m^s personas comprendieran que los sistemas no lineales
sencillos, no poseen necesar iamen te propiedades din^micas simples".
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mica expresandolas mediante ecuaciones diferenciales bien deter-

minadas ( ecuaciones deterministas ) (*).

La belleza y simplicidad de la mecanica newtoniana haria

caer luego a Laplace y otros de sus ilustres colegas en un dogma-

tismo cientifista (**) en el que se oculta el prejuicio, honda-

mente arraigado hasta hace solo unos veinte afios en la inmensa

mayoria de los cientificos, de compartir un cuerpo de creencias

acerca de la comple j idad: las leyes simples deben llevar a resul-

tados simples; por contra, la comple j idad tan frecuente en la na-

turaleza - la turbulencia de una cascada o de una tormenta , la

intrincada organizacion de los seres vivos, por ejemplo - aparece

como consecuencia de leyes complejas o de infinidad de facto-

res (***) . Ademas, diferentes sistemas se ccmportan de manera distinta,

(*) Una propiedad muy importante de la teoria newtoniana es que las
soluciones de las ecuaciones del movimiento quedan determinadas ,

para todo tiempo future o pasado, una vez conocidas las posiciones
y velocidades actuales. Ello significa que, conociendo el presente,
cabe predecir el future o r e t rot raernos al pasado.

(**) En opinion de Laplace, las leyes de la naturaleza implican un
determinismo estricto y una predec ibi 1 idad completa, aunque las im-
perfecciones de las mediciones exigieran introducir la teoria de
las probabi lidades |7|.

" Puesto que toda la realidad - concluye Laplace - se reduce
al mundo fisico y 4ste a su vez a las leyes de la mecanica, un ob-
servador que conozca con precisi6n absoluta el estado de las cosas
en un momento dado sera capaz, en principio - mediante el cdlculo
y aquellas leyes - de determinar el future con total certeza ".

(***) El problema de la interaccion gravitatoria entre tres cuerpos
{ por ejemplo, Sol-Tier ra-Luna ) estudiado por Newton, es un con-
traejemplo que muestra la inexactitud de este prejuicio. El mate-
matico Henri Poincare prob6 que el problema de tres cuerpos resulta
irreducible al de dos cuerpos, al presentar el primero un tipo de
inestabi 1 idad asintotica que no se da en el ultimo.
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Un conjunto de problemas de gran actualidad, con el comporta-

miento desordenado como telon primordial de fondo, abrieron nuevas

perspectivas respecto de la interpretaci6n reduccionista de la me-

cSnica clSsica.

Ello permitio ver que un sistema determinista puede volverse

indeterminado. Que unas leyes deterministas muy simples - como en

ciertos casos, la de la gravedad - pueden dar lugar a comporta-

mientos complejos. Y dandole la vuelta al razonamiento, .que una

evolucion temporal complicada puede provenir en determinadas oca-

siones, de leyes simples.

Algo llamado caos condujo inexorablemente a la desaparici6n

del programa reduccionista de la ciencia. Al asestar un golpe de

gracia a los dogmas newtonianos, el caos acabo de barrer la fan-

tasia de Laplace de la predecibilidad determinista (*).

El determinismo inherente en el caos mostraria despu^s que

muchos fenomenos aleatorios son mas predecibles que lo que se ha-

bla pensado.

Es cierto tambien, que la naturaleza puede usar el caos de

manera constructiva . La evoluci6n biol6gica necesita de la varia-

bilidad genetica: el caos proporciona un medio de estructurar los

cambios al azar, haciendo asl posible que la variabilidad este

bajo el control evolutive (|7|, p. 29).

Debe tenerse en cuenta, por otra parte, que en los procesos

biologicos, y a causa de la ausencia de signif icacion fisiol6gica

del caos, este en general no interviene mSs que como manifestaci6n

patologica ( fibrilacion cardiaca, agregacion aperiodica de las

amebas, ... ), afectando a sistemas cuyo regimen normal es peri6-

(*) La otra gran causa del hundimiento del determinismo de Laplace
fu^ la mec^nica cu^ntica, con el principio de incert idumbre de
Heisenberg como dogma central.
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dico ( piensese que es raro en biologia que un regimen fisiolo-

gicamente estacionario degenere en un caos )

.

De todos modos, la dinamica caotica no s61o es en la actuali-

dad un area vital de la matematica aplicada, sino que esta acusan-

do implicaciones cada vez mas crecientes en las ciencias biol6gi-

cas. Muchos son los ejemplos de actividad caotica que se investi-

gan actualmente, como son, entre otros, el metabolismo celular,

la electrof isiologia cardiaca, biologia de poblaciones, oscilado-

res electronicos y sistemas laser.

Tambien hay que decir que existe una variedad de situaciones

productoras de caos (*) , cuya complejidad se acrecenta al aumentar

la dimension del espacio de referenda, debiendo asimismo ponderar-

se que los movimientos se hacen extremadamente complicados y alea-

torios cuando hay muchos grades de libertad en los sistemas ( por

grado de libertad se entiende cada una de las variables necesarias

para la descripcion de un sistema )

.

Con esto queremos dar a entender que, si bien hoy se reconoce

unanimente que el caos constituye un modo bSsico subyacente en casi

todos los fenomenos naturales cuyo estudio ha logrado dar explica-

cion a una gran parte de problemas que habia pendientes, aun que-

dan numerosas situaciones en la naturaleza que siguen siendo incom-

prendidas y para las que el hecho de que se determine que en ellas

gravita un sistema caotico no aclara demasiado.

Cada dia que pasa, el cientifico adquiere una mayor convicci6n

de que, en su lucha por conseguir una descripcion matematica del

universe, quedaran siempre cosas que estan fuera de la capacidad

(*) El m^s simple ejemplo no trivial que exhibe una plena variedad
de comportamiento caotico, es el oscilador no lineal forzado.
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de una inteligencia humana

.

Y quizes acabe por recitarse a si mismo unas frases cuyo

significado distaria bien poco del que refleja las siguientes

que dejo escritas Albert Einstein:

La mente humana no es capaz de comprender el Universe . So-

mos como un nino que entra en una enorme biblioteca . Las parede.

estdn cubiertas hasta los teahos de libros escritos en muchas

lenguas distintas . El nino sabe que alguien debe haber esorito

estos libros. No sabe quien ni como. No comprende las lenguas

en que estdn escritos . Pero el nino percibe una especie de plan

determinado en la ordenacion de los libros, un orden misterioso

que no comprende , sino que solo sospecha osouramente

.
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