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EL 18 de Septiembre de 7783 munib en Petrogrado LEOHARD £UL£R. &
prbximo Septiembre se cumpZLaén ron ianto doAcceniOA afios, Oueaem04 tra
en desde nuestna anLAia el necuendo de uno de- 204 més - grandes matembiti
cos de todos los tiempos,

Nacib EULER en la ciudad suiza de Basilea el 15 de Alril de 1707.
Sus padnes,Manguenite Bruken y Paul Eulen, se trasladaron,a roco de nacen
Leonand,a Riechen,una aldea cenca de Basilea. Paul Eulen,pastorn calyi-
‘nistae,estudib en su juventud Matembticas con Jacoé Bernouilll,

LEONRD estudié Matembiticas con otno miembro de la familia Beanoui
Zlé,johannea,que desculaibd pronto las extraonrdinarias dotes que el Jo-
ven EULER posela,

£L afio de la mueate de Newton (7727);£a Academialde Panls propuso
-como.paoéééma dgl afio el de las anboladunas de los Bancos, EULER,que te
nla entonces veinte aiios,presentd un trabajo que,si ééen no gané el pre
mio,recibid uﬁa mencibn honorlfica, Fue éste su prjmer trabajo matemdity

co. . . L. R . , ,
En ese mismo afio,aceptbd la invitacién de los heamanos Daniel y N



colaus Bernouilli,hijos de Johannes,para uninse a 22865 en la Acadenia
Adg San Petza;ﬂuago. Esta y ta Academéa de Bertin,a fa que también eeﬁt&
necibd EULER,fuenon crneadas siguiendo Clos planes de Leibnilz de fundar
centros duede deaicaaan a la i{nvestigacibn pura y aplicada de las Clen

clas.

EULER fue el eacniton natembitico més prolifico del siglo XVIII y,
posiblemente,de fa h;atcaéa. A lo fango de su vida vieron €la luz 530 me
norias A;K&e 2os campos mbs divensos de fLa Mateﬁética.y de ld Ciencia
en genenal, Después de Au‘mueaie se han descubiento otrnos 356 manuscri-
1t0s.que se le a#ai&uyen. éacai&ié también Libnros Je texto,que fe sen -

vian tambibén parna darn a condcen sus descubnrimientos e innovaciones.

En 1736,prbxima -a cumplin un siglo de pullicada fa Geomeirla Ana-
litica dg Deacaateb,pﬁﬂéica su MECHANICA,SIRVE MOTUS SCIENTIAE ANALYTI-
CE EXPOSITA, Librno en qu; se desannolld pon vez parimena Z; teonia de New
ton sobre fla dindmica de un punito mateniad con métodos analliicor,es de
cin,aplicando el Célculo infinitesimal desanrnollado por Newton y Leil-
nitz. Esta olra marca el comienzo de la Mecdnica como ciencia modeana,
En ella aparece pon paimera vez la fetra e pana designan fa &aAé de los

logaritmos natunales ; en este conolanio :

" 171. Si bien en la precedente ecuacibn la fuerza .p no actda,su
direccién todavia persiste,la cual depende de la razén de los elementos
dx y dy. Dada,por tanto,la.direccidén de la fuerza gqle mueve al .punto y
la curva a io largo de la cual se muevé,uno puede ,coh sdlo estos datgs,

derivar la velocidad del punto en cualquier lugar,pues .seréd

J/’dy ds
de . dy ds — e z dx . "

c z dx
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En 1748 escnibe "INTRODUCTIO IN ANALYSIN iWFIﬂITORUN”,én cuya pri
nera parte encontremos La mayoala.dé los cqﬁéciﬁieﬁioA s0lre Algednra,
teonla de ecuaciones y Trigonometala que hoy be-ensefian znvloA cCuUns04
elementales de ;ataé matenias, Apaaeéeq>coﬁ una notacibn casi modenna;
es mbs,nuestra notacibn es,con pequeﬁab'uaaiéntad,lu empleaaa pon EULER,

EUiﬁRteAtaﬁlece en esta obra,pon %aimeaa vez, la aeéacizn entre fa
xi

funcibn exponencial "imaginaria” e~ y fLas funciones circularnes sen x

xi . . ; ! g
y cosx , e = cosx + i senx , yo conocida por Johannes Bernoullldi.

Al nespecto escnibe :

" 138, Péngase.de nuevo en las fdrmulas §133 arco z infinitamente

"pequefio y sea n el nGmero infinitamente'grande'i,para que iz obtenga el

valor finito v. Seré,por consiguiente,nz=v' y z=v/i ,de donde sen z=v/i

y cosz=1l. Sustituyehdo dq

v V=1 i v /-1 i
(1 + )+ (1 - )
cosv = S 1.
2
i ’ i
e L R
sen v = - - ~—
/7T
X z i z:
En el capitulo precedente hemos visto que (1 +o— ) =¢e don-

de e denota la base de loé logaritmos hiperbdlicos. Escribiendo en lu-

gar de z, primeramente +w/-1I y luego -v/-1 ,tendremos

+vv/=1 ~vv/~1
e’ + e

cCos v =

e+v%:i _ ~vw/I

e
sSeEN V =

2v/-1

s . s . )
De aqui se ve como las cantidades exponenciales imaginarias se re-

ducen-.a seno y coseno de arcos realesj;esto es

e+V|/—l = cosv + /-1 senv

-vv/=1

e

It

-
cosv - V-1 senv "
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Si en La primena de- estas dos ditimas fbérmulas sustituimos v pon

m,06tenemos, en notaciébn moderna, la relacibn et c -7 4 ta equivalente

en; + 1 = OI,qua nelaciona exinafamente fa unidad real 1,la uhédad ima-
g@naéia iye? ceno y los ndmemo? trascendentes e g ..

EULER ééta&éece'una relacibn eguivalente en su antéculo " DE LA
CONTROVERSE ENTRE MRS, LEIBNITZ ET BERNOUILLI SUR LES LOGARITHMES DES
NOMBRES NEGATIFS ET INAGINAIRES * ,donde,en fa phgina 163,dice :

" L.,..todos los logaritmog de- la férmula cosa + V-1 senaq es-
tin incluidos en la férmula general )

2 (coso+v -1 sena) = ( a + pm)v/=1
donde p es un n&mefo par,poéitivoio negativo e,incluso,cero. De esto de
ducimos . : o2 il = (l+p) ®m /I =q 7 /Ti—~;
con q impar. Se tiene,por tanto,

L-l=tm/=1  ; #£3n/=1 ; *5m/-1; etc."

En 1755 publica f_INSfiTUT[ONES CALCULI DIFFERENTIALIS " y en 2f
reniodo 1768-74 apaaecé s 0bna en Zaes volimenes " INSTITUTIONES CAL-
CULI INTEGRALIS " . én ellas encontramos el cheulo diferencial e inte-
gaaé,una teonia s0bnrne ecuacéoneAkdileaenciaéeé-cuga clasificaciébn en 24
neales,exactas y homogéneas siguen todavia los textos elementales-,el
teornema de‘fayeoa con muchas apZécacioneé y las integnales eulenicnas
Ty 8.

EULER no 5600 tuvo acientositambién cometid earores. Enine ellos,
deducin de nenle..ois nl(len) oy 141/ns1/% = n/(n-1) que

2

7/n" + 1/n + 7 + n + rzZ Foee, = 0
0 este otno

7 = 3 £ 5«7 #y00vea= 0
Peno, teniendd en cuenta gque e elsiglo XVIII no hallian sido atn estalleci-
dos Los Lundamentos del Chlculo,y que Los procesos infinitos de suma y
producto se manejalan con mucha Zigeaezd—de&édo a que no se fenlan flos
créitenios de conveagencia y dYueagéncia de senies-,tales fallos pueden
sen débcuépadod. ‘

-

En Teonla de ndmenros, EULER realizd también anuaaéoneA‘ZecdndaA.
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He aqul algunos ejgmnéoa :
Desde un punto ¢e vista elemental,el establecimienio de la férmu-
ba polinbmica .
nf e 79a « 1607,
con uﬁloaeA de n desde 0 hasta 79, pana la ofiencién de nimenos paémpé;
En 1760 nresuelve ol pao&lema.de encontran una Zégmuéa para deten-

méinan el némero de entenos positivos,menones que uno dado n y primos con

éste, Asl ¢ Si ’ ns p7a7 pzaz ....pﬂaa -, donde RysPyeesspt,

s0n nbmerncs parimos,entonces,la funcibn ®(n),denominada hoy "funcién de
Eulen” ,da el nimeno fuscado,y es

®(n) = a(1-1/p;) (1=1/py)eos(1-1/p )

En flas phginas Gue Aiguen.paeaentamoa trnes trabajos de EULER. E¢
kaimeao 24 la famosa memoria sobre la solucibn del pno&lemé de‘ZOA puUn~
téb de Kénigsbeng,considernada como uno de tas primengs aportaciones a fa
Teorla de, grafos. En ella,EULER no 3640 nesuelve 2l problema,si no que
explica el método_dzguido,a@go hoy dza olvidado pon 2o0s matembiticos al
presentan sus trabajos al pihblico.

£4 segundo es la so0lucibn a un problema de Teonla de nimernocs : fla
demostracibn de'que todo nimeno es suma de cuatro cuadrados. Aungue no
es una obra rigunosa desde el punto de viste modeano,ilustra Bien fLos mé
todos empleados duAanée 2l 4,XVI]I en Teornla de nimenos.

EC 4ltimo es un Lragmento de fla carta edéaita.a Goldlach,en el que
Liguno pon vez primena €a conjetuna de que "en todo poliedro,el nimeno
de vértices es igualad anistas aumentado en dos" ,muestra del canbcten

aprionlstico de los enunciados matembticos de la época.

Nota 8illiogrblica

"Solutio prolilematis ad Geometniam situs peatinentis” yv”Caata a
Christian Goldlach” los hemos tnaducido de la vensibn inglesa del onigi-
nal latino que figuna en BIGGS,Norman L. - LLOYDJE.KEith - WILSON,

Robin J.— Graph Theory,1736-1936 — Clarendon Press.-0Oxford-1976.
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Paza fﬁaue&a.de queytddo nimenro es una suma de cuatro cuadrados”
hemos wtilizado la traduccidn inglesa del flailn del pao[er; E.T.EELL,
&Otna demostracibn de este teoaeha,de&id@.a Lagrange, puede consultarse
én "Niémenos y Ligurnas"-Hans Radamachen y(Oitd Toeplitz-Alianza Edito-
aéalfﬂq¢aid{7970 ’

En la elabonracibn de este t4a4ajo,hzm04 utidizado tam&één.:

E.T. BEELL . Los grandeé matemiticos . Edit?rial Losada-Bs.Aires

HOWARD EVES . An inttoduction to the history of Mathematics .

Holt,Rinehart and Winston.
-B.E, SMTH . A source book en Méthematics,vol.l .
Dover Publjiéations-uew York,1959
W.W.-ROU95 BALL .. A short account of the history of Mathematics
Dovef Publicétions-New York, 1960 v_
J.D IRK STRUIK . A<concise‘history of Mathematics

Dover‘Publications—New York,1967.
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LEONARD EULER

SOLUTIO PROBLEMATIS AD GEOMETRIAM SITUS PERTINENTIS

( La so0lucibén de un problema nelaiivo @ fa Geomeirla de posicidn )

Comentanii Academiae Scientiarum Impenialis Petropolitanae.-8€17361

7.- Ademés de fa nama de la Geometrla nelativa a magnitudes,gue
ha necilbido siempre la mayor atencibn,hay otra,casi desconocide antes
de Leilnitz,que éste menciond pon primena vez y denominé Geomeirla dao
posicidn, Tiene 4680 que.ﬁea con fa detenminaééén de la posicidn y sus
propiedadesino trata fLas medidas ni Lo qéZguZoA qgue pueden hacense con
ellas,

No hé sido todavia setisfactoriamente detenminado qué clase de pro

S

Llemas son rnelevantes en este campq,ni qué métodos deben empleonse pana
nesolvenlos, Por tanio,cuando recientemente fue mencionado un problema,
que paaeclé gaonéiaico.peao estaba construido de tal forma que no reque
nla la medidae de distoncias,ni el célculo ayudaba en nada a su nesolu-
cibn,no dudé de que concennta a fa Geomeirla de posicidniespecialmente
porque su so0lucibn involucraba s6Lo la posicibn y no aequenla el uso de
ctéleulos, He decidido dan aqul el método que he enconitrado parc resol-

ven esta clase de problemas,como un ejemplo de fa Geometnla de posicién

2,~ &4 probilema que digo ecs ampliamente conocido y es como sigue:
"En Kénisgsbeng(Prusia) hay una isla A;Zéamada Den Kneiphot y el rlo
que la a;dea se divide en dos namas(fig.1) y estas ramas son cauzadas
pon Alete puentes a,b,c,d,e,f,q. 52 pregunitaba 4L es posible disedan
una nruta de tdl manena que cauzara cada puenite una y s6€o una vezﬁ.

Mle dijernon que clgunas pernsonas aseguralan que era imposifle y

otras estaban en dudaipeno nadie podla asegurarn que se pudierna hacen
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FIG.1

De esto he formulado el prollema genenal :
"Cualesquiena que sean la disposicidn y diviaibn del nlo en ramas
y ef niémeno de puentes,ipuede sabense 5i es o0 no posible cruzar cada

puente exactamenie una vez?

3,- €€ problema de los puenites de Kénigsleng puede nesolvernse ha-
clendo una lisita exhauAté;a de todas las rutas posilles y vern entonces
44 hay alguna que satisfaga la condicidén., A causa del nimero de POsLLL-
Cidades, el méitodo resulia demasiado diflcil y lalorioso. Y en prollemas
con un nidmero mayon de puentéa,émpoAi&ée de ‘aplican,

Adembs, s este método se lleva hasta su conclusibn,se encontriardn
nuchas auiaa {nrelevantes, lo que conatituge la razén de su dificuliad.lo
dandont pon ello y busquéd otno que apuntase dinectamente sb6o al proble
ma de 4i la autd en cuestibn podla ser o no encontrada. Considend que

tal manena de nroceden senla mucho més simple.

4.- Todo mi método descansq sobre fa Ffoama mbs conveniente de ne-
presentan el cruce de puentes) Para esto,uso las letras maytisculas A,B,
C,D para cada una de Cas bneas de tieara AbpadadaA—poa el nlo, Si et

viafeno va de AuB s0bne el puente a o b,indico esto con AB,donde la
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paimena letra se aé{ieae @l drea que deja y la segunda o Ca que llega.
Asl,si deja B y cmuza»haata D por el puente f,aepaéAzhto'eéte cruce poa
BD. La notacidn. para flos dos cruces éoﬁ&énadoé 24 ABD, indicendo Za‘éé-
trna intermedia el dae& a la que entra en el primenr cruce y abandona en

el segundo.

5.- De manena similan, si el viajenc va de DaC ron el puente g,ne
rresento 282046 trnes sucesivos cauces koa ABDC, lo que significa que, pan-
téiendo de A,cruza hasta B,sigue.a D y,{inaémente,ééega a C, Como chg
drea de Zienna esité deparada de'cuaéquiea otra ror una rama del nio,el
viajeno debe haben cruzado tres puentes, »

Anélogamente, €04 cruces de cuainro puentes se neprnesentanén median
te cinco letrnas y,en genenal,la representacibn de un itinenanio cualguie
na contiene un ndmeaq de letras mayor en una unidad que el nimero de puen
tes cruzados, Asl,el cauce de siecte puantes nequiene ocho letras para

reprerentanibo.,

6.~ £n eaté método de nepresentacibn no lengo en cuenta 2os puen-
tes pon Los que se cruza, pero si el cruce de un drnea a otra puede hacen
42 pon muchos puentes,entonces cualquien puenite puede uAamAthaniaA ve-.
ces como el drnea requenida aAté‘conectada. Se deduce de esto que.éi el
{iinenanio a través de los siete ruentes puede disponerse de tal manera
que cada puente se cauce una ' vez,peno no dos,entonces la ruta puede ne-
Apa;dentaaée ron ocho letras dispuestcs asl : las letras AyB estandn
prbéximas a ceda otna dos veces,pues hay dos puentes,ayh,que conectan
las drneas Ay Bide manenra sémilanr, A y C delen sen adyacentes dos veces
en la senie de ocho fletnras yoporn dliimo,los panes A y D , B y D P CybD

apanecendn juhtos una vez cada uno.
7.- E€ problema se neduce, pon lo tanto,a encontran una secuencia

de ocho fletnas,formada pon A,B,C,D,2n fla que varios panes de cllas han

-
de aparecen un ndmero nequernido de veces. Antes de tratar de cémo ha-
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¢lan la s0lucibn,es conveniente infoamarncs de s¢ es posille disponenr
tas letras de tal foama,ya que,de lo. contrario,estanlamos tralajando

en pano.

8.~ Pana intentar encontrar una nadda al nespecto.considero un
énéa simple A en la que descansan cualquier nimero dé puentes a,b,c,...
(Lig.2). Tomemos primenro el puente a que descansa en A. Si una pensona
cﬁﬁza este puenie,o es que viene de A o tiene que llegan a A ; en cucl-
quier caso,la letra A aparecerd una vez en fa repnesentacibn descrita.
S cruza tres puenigé a,b;c epoyados en A,esta fetra aparnecerd dos ve-
ces,tanto si el viaje comienza en A como Ai no. Similanmente,si 4on cin
co Cos puentes que se apoyan en A,en la representacibn del itineranio a
través de ellos se encontrand ines veces La fLetna A. y;en genernal, si el
nbmeno de puentes - es impan,y se aumenfa en uno,el nimenro de apaniciones

de A es ¢a mitad de esta Auma.,

FIG.2 B

9,- Apliguemos esto a nuestro problema de los puentes de Kénigs-
Aeaé : Como en el brea A se apoyan cinco kuénteo (a,b,c,d,e)}, A tiene
gue repetinse tnes veces en Za‘aepaeoentacién de la auta. Para la B re-
suftarbn dos uecéa,pue%to que dicha érea da apoyo a tres puentes. Lo
mismo le ocunne a D y a C. Resulian,por tanto,? letras,y la secuencia
de\AepaeAeniacéén consta s6lo de 8. En consecuencia,tal iiineaaaéo no

puede efectuanse a través de los siete puentes de Konigsleng.

70,- Para alguna disposicitn de puenites,y siempre que el nimero
de los que se apoyan en cada érea sea impan,es igualmente posille decin
4i un itinenanio puede sen nealizado cruzando cada puente una vez. Asl,

- . .

si la suma del niémerno de veces que cada leira debe aparnecen tlene una
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unidad mds aué eé'ndmeaq de puentes,dicho itineranio no rpuede llevanse
a cabo.

La regla que di para -hatllar el némero de apariciones de la éetaa:
Asa partin del nidmeno de puentes que e apoyan en el dnea A,es tamfién
védlida si todos Los puentes pienen. de oira dnea B,como mueotaa la Ligu-
ra 2,6 i uLenen de dLleaentaA daeaé,pueé conALdeaaaa el brnea A s0la e

intentala Quscar cudnitas veces debla apaaecea A,

17.- Si el nimeno de puentes que se apoyan en A es pan,al descni-
8in el itineranio s2 ﬂz&e considerar si se paaté o no de A ya que,pon. .
efemplo,en el caso de doalpuenteé ocunne que : Si Aevoaée de A,esta lo-.
tre aparecerd dos vecesiuna panc indican gue abandona A por un puente
y la otra pana indican el regreso a A, Pon el cbntaaaéo,éi se comienza

en otra drea,la letra A se escnilind wna s0fa pez rara Aeﬁaean tanto fa

Clegada como la salida afde) A,

72.- Si hay cuatro puentes que se apoyan en A y el viajeno parnte
dgvA,aéta letna épanecead tres veces en fla aepaeéenﬁacéén de ‘toda ruta
ei‘aue 42 cruce cada puente una so0la ;ez i 8L el paseo empéeéq en otaa
drea,A debe aparecen 4620 dos veces. En el caso de seis kuéﬁtea.; cua-
tro 0 tres apéaécioneA de A, segin se parta o no del érea cornespondien-

‘
te a esta letra, En genenal,para un nimeno par de puentes : si se sale
de.A,el nimero de veces que aparece esta Lletra es {gucl a fa mitad det

de puentes aumentada en uno ; 4i.4se sale de .un drea distinta,es iguad

a dichae mitad,

73.- Como 5680 puede inicianse una ruta desde un dnea dnica,aeAu{_
ta que : si el nimeno de puentes es impun,el nimeno de ap¢iicéon24 de
la letra que denota in brea es la mitad_del nimero de puentds més uno ;
4L es pan, el nimerno de apaniciones es su mitad, €n conaécuencia: Se
‘el total de apaniciones es igqual al nimero de pueniea més uno,el itine-
-

2io pedido es posille y tendad aue inicianse en un drea con un nimeno
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impan de puenites ; 3i,porn el contranio,el nimero tolal de fletnrnas es el
de puentes disminuido en uno,también es posible el itinernarnio,pero ha
de pantinse de un é&rea que‘AOAténgq un niémeno pan de puentes,pues el

nimenro de létras se vend asl incrementado en uno.

T4.= Asl,cualquiera que sea la diApo&icién del agua y el ndmeno .
de puentes,el método siguiente determinand si 2s posible 0 no seguin un
itinenanio que salisfaga Za:condicién impuéAta.

Praimero denoto medianie fas letras A,B,C,D,...20as breas que estén
sepanadas unas de otras pon. el agua. Aﬁoto el nimeno de puentes y dicho
némeno cumentado en uno..éécaiﬁo en una columna éa; letras éndicadoaqa
de dneas y ;n otra Los nimenos-cennespondientes de puentes sustentados,
sefnalando cod,abteaiécobyéaA letnas que resulien con ndmeaoQ pares asig
nados.A continuacibn,escanibo junto ; cada niémero par su mitad y al lado
de cada {mpar el 424u£tadb>d¢ sumnarle uno y hallar luego fa mitad.Final
ménie,aumo todas Las métade4'oitgnéda45

S¢ fa suma nesultante es igual al nimeno de puenites aumentado en
uno,b menor en una unidad quejdich5 nimeno,es posible haéea un (tinerna-
rio pasando una sola vez pon cadd puente.

Dele necordarnse que en caso de iguaédad la nuta ha de {nicianse
en una brea no sefialada con astenisco,y en el otro caso en una que fo
lleve,

Veamos cébmo La apeicacién de este método.muestra fa imposibilidad
de nealizar un itinenanio que cauce cada uno de los siete puentes de K

nigsbeng una s0la vez :

A 5 3
B 3 2
7 (8)
C 3 .2
D 3 2
(9)

75,- Resolyvamos ahona el caso més complicado que ilustra la figu-
C .

rna 3 : Dos islas AyB,cuatro rlos y quince puentes que cruzan los nlos
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“brnea D o de la E. Su nepresentacidbn es :

y el agua que nodea a fas islas, Puede hacense un itinerario de tal ma

nera que cada puente sea atravesado exactamente una vez?

Primeno.- Designo mediante flas fletnras A,B,C,D,E,F las seis dreas
separadas por agua.

Segundo.- Incaemento el némero de puentes en 1 y anoto el resulig

" do.

Tenceao.j scnibo en columna las fetras indicadoras de édneas y
Junto ¢ cada ina el niémeno de puenies connespondientes: Los 8 que se
apoyan en A,¥%0s 4 de B,etc, )

Cuanto,- Pongo aAieiéAco a las letras con niémero pan al fado.

Quéinto.- Junito a cada némero pan,escaibo su mitad. Junto a cada
impan, el nesuliado de aumentanlo en 1 y hallan la mitéd de fla suma.

Sexto.- Sumo los ndmenos de la tencerna columna y comparo con el

némeno de puentes incrementado en 1.

A¥* 8 4

B* 4 2

15 (lé¢) cx “ 2
D 3 2

E 5 3

F* 6 3

(16)

Se sigue que es posibile el itineranio en cuestidbn si{ se parte det

-

EaFbBcFdAeF fCgAhCiDkAmMERA pBoE1D
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76.- De esta foama send Fbcil,aun en €os casos méds complicados,de
‘ienminaa 454 es posible o no realizan un i{tinenanio donde cada uno de
@oa puentzAVAe‘ataduie4a una y s6¢o una pez. No obstante,mediante algu-
nas conaidenacionel.phevi&a,ee método puede hacerse mucho més simple.

La suma de €os nﬁmeaoa_eaéaitOA juntoballaé letras que nepresen-
tan las breas es el doble del nimeno de puenites,ya que cada uno de estos
se cuenta dos peceé;ﬁna por cada drea que une.

17.- Poa nazén de Lo antehéoa}aaueéda suma Liene que sen par. Aho-
ra bien,esto es impoéiléz 8& uno,tres ,cinco,siete,... de L0s nimeros
asociados Aén impares, Enfonces,pare que fla condicibn de suma par se
cumpla,ticene que.haﬂeﬂ un némero panr de letras de dneas con nidmenos im-
nes asociados, En efectorsen el problema de Kénigsberng son cuatro estas

letras,y en el otro dos,

78.- Como fa suma de Cos nimernos asociados a A,B,C,D,...es doble
def de nidmerno de pueﬁieq,%é dicha suma se aumenta en 2 y se divide el
resuliado entre Z,Ae-oﬁtendnd el nimeno de puentes incrementado en 17,
Si,pon otno Zadq,iod&a 204 nlmenos asociados son parnes, Za suma de to-
‘dos Loé nimeros de la tencena columna tendad una unidad menos que el
nimero de puentes incaemenitado en 1. Y asl,cualquien drea gue margue el
comienzo de un itinerarnio tendné un nimeno pan de puentes,como se reque
rla, Esto ocuaniré en el problema de Kénigsbeng 4¢ el uiajeao’cadza dos
veces pon cada puente,pues caaa puente puede sen tratado com& 44 fuera
desdoblado en dos,y resulland pan el nimerno de puentes que se apoyan en

cada drea,

79.,- Abs atdn,si s6lo dos de fos ndme404 asociados son impares,es
posible hacer el viaje 4i se pante de-un drea con un nimeno impon de
puentes,ya que fa suma de mitades nesultard mayon en una unidad que el
gﬁmeao de puentes y,poa tanto,ignal a éste aumentado en 7.

Puede verse,adembs,que si en la segunda columna aparecen cuairo,

N

seis,0cho, .. nlmenos impanes,la suma de la tencera columna sernd mayon
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en 7,2,3,..que ef nimero de puentes aumentado en 71 yren consecuencia,

el itinenanio pedido send imposible,

20.7 Asl,para cualguien disposicibn propuesta,puede determinanse
44 existe un iiéneaaaio donde no se atraviese mbs que una vez cada puen-
te,aplicando la siguiente negla -:

" Si hay mbs de dos bdreas sustentando un nimeno impar de kuentea.
el itinenarnio es imposifle,
Si 8600 existen dos de estas breas, puede hdczaaevpaaiéendo de
una de ellas. ‘

S¢ no hay breas con nimeno impar de puentes, se puede nealizan

dgade cualquien brea,

27.- Una vez deteaminado que el ilinerario es posible,queda ol cg
mo hacerfo, Para ello uso la regla que sigue:

" Se eliminan mentalmente los pares de puénieA gue ZZeuen de un
drnea a otra,con Lo que se neduce conAédeaaKéémente el nimerno de
puentes. E£4 enioncéA un ejencicio Lbeil construin la ruta. La
.ebiminacibn hecha no alitenand significativamente fa misma,como

se vend claramente despuéds de un coato razonamiento.

o ‘considero impontanie dan mds detalles concennientes ol descu-

bnimiento de nuias.
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LEONARD EULER

"PRUEBA DE QUE TODO NUMERO ENTERO ES UNA SUMA DE CUATRO CUADRADOS

Pullicado inicialmente en e Acta Eruditorumyfpbg.193 -Leipzig,7973

LEMA, - E¢ producto de dos nimeros,cada uno de Los cuales es su-
mna de cuatro cuadrados,se puede expresan siempre como una sume de cua-

tro cuadrados.

2 2

Sea tal producto (a2+ﬁz+c +d2) (a2+BZ+Y +62)

§¢ hacemos
Azao+bBrcy+dS
BzaBf-Lo-c8+dy
Cz=ay+48-ca~-dB
Dzad-Ly+cB-da

resulta

2 A2 2

A2+B +C +D2 = (a2+K +cz+d2) (aZ+BZ+Y2+5Z)

ya que,olviamente, fos productos cauzados se cancelan.,

TEOREMA 1.,- S¢ N es divison de una suma de cuatro cuadrados,

5 . .
p2+q2*a'+42,nénguno de Cos cuales es divisille pon N,entonces N es la

suma de cuatro cuadrados.
Primero se demosirand que cada una de fas naglcesr p,q,n, 4, puede
sen elegida menon que 1/2 W,

I. Sea n el coclente de dividia lo suma de cuatro cuadrados pon

2

N,asl que Nn=p2+q2+n +AZJ Podemos entonces escribin p=a+na , g=€+nB ,
n=e+ny , 4=d+n8 ,donde cade nesto a,f,c,d no excede 7/2 n en valor ab-
s0luto, Pon tanto, a2+£2+cz+d2 £ nZ.

11, Por sustitucién de Yos valores anteniones de p,q.n,5 en

2¥q2f42+42,oltenemaa

Nn=a2+&2+c2+d2+2n(au+dB+CY+d6) # nz(a2f82+yz+62) de donde sigue

.quz n dele sen divisorn de a2+lz+c2+d2.

//n:p
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Pondiendo az* 42* c2+ dz = nn' ,es entonces n>n o n’'<n

Dividiendo oftenemos
N:n'+2A¢n(a2;BZ*Y2+52)
III. fluttiplicando ahona pon n’ y teniendo en cuenta el lema an-,

2+K2*c2+d2,ienem04 que

2

tenion y que nn’=a

2 2

nn'(a2+82+Y *62) = A +BZ+C fDZ ;

Comé.inando esto con la ecuacidn precedenite,encontramos

2 2 22 a2 02

Nn'=n #2n 'ArAT#B" +C*+D

y por tanto .
(n'fA)Z +BZfCZ+D2=ﬂn"
1V, Por nepeticibn del angumento antenion,obtenemos una secuencia
decneciente de enteros Hn',Nn’’,......y de aqui,finalmente, Lleganemos

a N.7 y su expresibn como suma de cuatro cuadrados.

COROLARIO. - Pare salpar la excepcibn aparente,seon p,q,n,4 nime-

208 Iimpares y n un nimero pan. Entonces,ya que ”ﬂ:p?: q§+ 42+ Azliene-

nos 7 pitg 2 p;q 2 ~+s 2 n-4 2

T Nn =(—§—-) f('z_')f (—2——)*(2— J

donde los cuatro cuadrados de la denecha son nimeros enternos, Una ne-

duccidn tal se puede Llevan a cabo si las ralces de Cos cuairo cuadra~

dos som impares. Asl,lo excepcibn cuando n=2 desapanece.

TEOREMA 2.- Si N es un nimero paimo,no 4880 podemos encontran cua
tro cuadnados no divisilles pon N,en vna infinidad de formas,cuya suma

sea divisibile pon W,sino también #tres cuadnrados,

Con nespecto a N,todos los nimenos estén de una u otra manera in-
cluidos en Las N formas
Mo, M, M2, M3 e MN-T
Desechemos la primena, M ,que contiene a todos Cos mdétipZOA de .
Quedan N-7 foamas. 0@424uemoa'que el cuadrado de un ndmeno de Ca Zoama
M+7,as8 como-el cuadrado de un niémerno de fa Zoama M#N-1,pertenece «
la misma foama AM+T1. Similarmenite, el cuadaado de un nidmeno de la forma

M#2 0 M+N-2 es de la foama M+4, y asd sucesivamente, Asl que,los cua-
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drados de todos éo;'némeaoa,excepiuando 20s de fa forma M ,estén com-
VpﬂendidOA en las 1/2(N=-7) Zormas siguientes
VAPY RNV PYRRE V' R
a Za? que Zéamaheﬁoa’loamaé de la primena clase y denotaremos pon
AMra  , ML , Mec  Md ...,
doﬁde a,b,e,d, .. denotan los cuedrados 1,4,9,76:¢00.,0,4¢ exceden a #,
sus nestos al dividinlos poa N. Las nestantes 7/2(N-1) foamas Las deno-
iqaemoa PoOR
AM+ra o, AV2B , A2y, ceres
y €lamaremos foamas de fa segunda clase.

Es [&cil pﬁo&an las tres propiedades siguientes concernientes a
estas cZaAéA.

I. &€ producto de doavndmzﬁoA de la primerna clase eA‘qn nimeno de
la primena clase,ya que,evidentemente,\V+alb peatenecé a la primena cla-
se. Si al>N, se toma el nesto.de a divisibn de ab entrne N,

‘Il. Nimenos de la péimena clase a,b,ec,d,.. muliiplicados por ni-
menos de fa segunda a,B,y,é,.t. dan productos en ésta.

III. Un paoducio de dos nimenos de la segunda clase,oB,cee en fa
primena clase,

Procederemos chorna a fa pruela del teonema 2 pon medio de una con
tradiccién,

Supongamos entonces que no hay tres cuadrados,no todos divisibles
RO I,cuya suma es divisifile por N, Entonces,més abdn,no hay dos de tales
‘cuadrados. De aqul sigue,por Lo tanto,que fa Zonmd AM-a, o o que es fLa
ﬁéamn, M#fN-a),no puede pentenecer a fa pmiﬁeaa clase,pues s{ existie-
~a un éuadaado_de la foama M-a,lo suma de £¢ y Mia senta divisille
pon N, 20 cual es contrarnio a fa hipbtesis, De aqu[»que la foama A-a
es necesaniamente de fla Aegunda clasei los numenos -7,-4,-9,..;40n del
conjunto a,B,Y,8....

Sea £ cualquien nimero de la primera clase,de ;ueate que existen
" cuadnados de La forma AN +£. Si a uno de ellos le sumamos un cuadrado de

ta forma M+7,0a suma tendad €a foama M+{£+1. Si ahora hubierna cuadrna-
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dos de da forma AN-¢-7;iendn£am04 una sume de tres cuadarados divisille
pon N, Ya que esto no es posille,la [oama~kﬂ-£—7 no estd contenida en
la paiméga clase y,en consecuencia, o esté en fLa segunda, Peno én744¢n
clase aparecen Los ndmeros -1 y -f-1 y,podiéavpaqpézdad II1,su producto
£+1 es de la paimena éZaAe. De fla misma manerna se puedé démcéiaaa que »
los ndﬁeaoa £#2,2+3,£+4,...deben sen de la primera céaae..be aqul,tokaﬁ
do f=1,vemos que todos Los nimenos M+7 , M2 , M+3 , ... son de la
primena clase,y,pon Lo tanto,no dejamos ninguno paa& la ;egunda. Pero,
ron el mismo nazonamiento vemos que Los nimenos =1,-f=1,-£-2,.4. son de
segunda clase y de equl que todas las foamas estén en la segunda clase,
CAto,oKuéaménte,eA una contradiccibn., Por o tanto,se. infiere que es
Lalso que no haye tres cuadrados cuya suma es divisible pon ”,eo.decin,

existen tnes cuadrnados,y pon tanito,mébs aidn,cuatro cuadrados de la clase

prescaita cuya suma es divisible pon N.

COROLAR{O.; De este teorema,comb.inado con 2f precedente,obviamen-

te sigue que cada nidmeno es vna suma de cuatlro o menos cuadaedos,
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CARTA A CHRISTIAN GOLDBACH
Benlin,Noviembne de 1750

Recieniemente se me ha ocuanido détenminaa las propiedades gene-
Crales de 488idos acotados pon canas planas. No hay duda de que se encon
tranén teonemas genenales parnc ellos;de fa misma foama que pare figu-
ras nectilinealles pZanaA,cuyaA rropiedades son : (1) que en toda fLigu-
ra plana el nbmero de lados e igual al nimeno de bdngulos y (2) que fla

suma de todos los dngulos es igual a tantes veces dos dngulos rectos
como lados haeya. menos cuatro. flientres que en las figuras planagae ne-
cesite consideran sé8o0 494 lados y Los dngulos,en el caso dé s68idoas
més partes han de sen tomadas en cuentainominalmente:
I, ¢as caras,cuyo nimeno = H
II. los dngulos s6lidos,cuyo nimeno = §
II1. ¢as uniones donde dos caras se unen flado a flado,que,a falta de-
una palabnra aceptada, llamo "arnistas” y cuyo niémeno = A
1V, 2los lados de todas las caras;el nimero de Cos cuales sumados
Juntos = L

V. los dngulos planos de todas las caras,cupo nimerno total = P

Respecto a estas cinco cantlidades,es claro que

7. P = L ,pues en cada cara el nimeno de bngulos = nimerno de Cados

2. Témﬁéén es A siemprne = 1/2 L 6 A = 1/2 P,porque dos lados de
diferentes canas delien unirnse paaq.loaman una anista.

3. £¢ nimeno de'éadoé,q el de dngulos planos,de todas las caras
que encécanan‘aé 46££Ho,eo.Aiempae,como consecuencia de o an-
ieaioa,pai. ‘ .

4o L= 3 o L > 3 .
0P =3 o P> 35} v P =L
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Estas dos bliimas propiedades son o&uéaA,kueA néinguna cara tiene
menos de 3 lados y ningin ébngubo AééédoﬁmenoA de tres dngﬁloA rlanos,
Peno no puedo da4 todevlia pruebas satisfactorias de las siguien-
- Les proposiciones :
6. &n todo s6lido limitado pon éaaaé ﬁéanaA;Za Auha del nidmeno-de
carnas y el nimeno de bngulos s88idos excede en dos al niémeno
. de anistas: HeS = As2 o~ HsS = oL w2 2 L2
7. &4 imposille que A+6 > 3H © A6 > 3§
8., Cs imposible que H+é > 25 o S+4 > 24
9. Wingin s62ido puede sen constauido si todas sus caras tienen
6 6 mbs Lados,ni si todos sus bngutos AAZLdOZ estdn formados
por'6 & més dngulos plancs.
70, La suma de todos los éﬁgueoa rlanos de un 44£édo es igual a
tantos dngulos aecto% como unidades haya en 4A-4H, ‘
17. La suma de todos ¢04 dngulos planos es {gual a ruatno.ueceAI
tantos bngulos rnectos como dngulos s6¢idos haya,menos ocho;es

decin, 45-8 dngutlos rectos,

Veamos un ejemplo en el prisma tniangulan :

7. £€ nimenro de caras es Hz5

2. €L nbmeno de bngulos s6¢idos,S=6

3. £¢ nimero de anistas es A=9 (al,ac,bc,ad,be,cf,de,df,ef)

4. &L nimeno de lados y de ahgulos planos es L=P=18 ,porgue el
cuenpo estd acotado pon dos taidnéueoa y.taea cuadnilbitenos y,
entonces;es L=P=2,3+3,4=18

De acuendo con el teonema 6,es H+S(17)=A+2(11). flés abn,la suma

de todos los bngulos planocs es 16 rectos( 4 de Los dos tridngulos y 12 de
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los tres cuadﬂéZdiea&A} t 0 4(A-H) = 4S-8 dngulos rectos,

Encuentnro Aoapnehdent; que estas pgspéedadzé generales en fa Geo-
meinla sélida no hayan sido vistas poA nadéev hasta ahora,siendo 't:zn tan’
de cuando yo Lo he hecho., Es més, que los impoﬁténtea teoremas 6 y 117
sean tan diflciles que todavia no -ha sidoi posibile probanlos satisfacto-

riamente.,

30



