
INTRODUCCION DEL CONCEPTO DE DISTANCIA Y PRODUCTO ESCALAR 
MEDIANTE LA FORMA CUADRATICA LONGITUD DE UN VECTOR. 

Por MANUEL GONZALEZ DAVILA 

Uno de los problemas centrales de la ensenanza de la Geometría ele­
mental es el paso de la Geometría vectorial o afín a la Geometría euclí­
dea, es decir, la introducci6n del concepto de distancia en el plano. 

El método usualmente empleado para desarrollar la Geometría afín, 
consiste en la construcci6n del espacio vectorial w de los vectores f i~ 
jos del plano y después el plano af Ín sobre él. Sin entrar a discutirlo 
ahora, lo que no cabe duda es que las mayorías de las definiciones y 
conceptos que allí se introducen son aceptados por el alumno como "natu­
rales", bien por su utilizaci6n en Física (operaciones entre vectores, 
••• ), bien por su visualizaci6n gráfica sencilla (bases, coordenadas, 
ecuaciones de la recta, ••• ).De este modo1la Geometría aparece como lo 
que es¡ como algo "natural" y hasta cierto punto experimental. Se ven 
las razones de todas las reglas del juego. . 

Por el contrario, para introducir el concepto de distancia, el mé­
todo usualmente empleado es hablar primero del producto escalar: Un con­
cepto que no cumple ninguno de los requisitos anteriores. Es una opera­
ci6n "extrafta" (v.w es un número real) con algunas propiedades difíciles 
de aceptar o visualizar (v.v>O) y, sobre todo, se pierde el tono lleva-;­
do hasta ese momento, pues para el alumno ya empiezan a aparecer "cosas 
raras". No se pueden negar las enormes ventajas de este enfoque, pero 
hay que eliminar sus inconvenientes pedag6gicos. Lo que debemos preten­
der es construir toda la GeometrÍ¡;¡ elemental a base de saltos lo más 
pequenos posibles y tratando siempre de justificar al máximo. Lo que 
creemos es que hay que evitar las definiciones por "Real decreto" y"por­
que ya se verá en el futuro lo Útil que es" o, por otra parte, los en­
ganos con premeditaci6n y alevosía "porque los muchachos no lo entende­
rían de otra forma". Si como decía H. Lebesgue, "la única ensenanza que 
un profesor puede dar es pensar delante de los alumnos", no nos queda 
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más remedio que hacerlo BIEN, delante de ellos, lo que implica su parti­

cipaci6n con claridad y rigor (rigor de pensamiento, no necesariamente 

de exposici6n). En defini'fiva, con respeto a su capacidad intelectual en 

formaci6n. 

El método que proponemos pretende solucionar estos inconvenientes, 

llegando al producto escalar y a la distancia, sin que aparezcan cosas 

(excesivamente) raras. suponemos que el alumno opera mínimamente en el 

plano vectorial, (básicamente el concepto de bases y coordenadas). 

Lo que se pretende ahora es encontrar una f6rmula de MEDIR longitu­

des de vectores. Es decir, definir L(v) (longitud de un vector). Es "na­

tural" que L(v) cumpla tres propiedades: 

(1) L (v) E: R 

(2) L(V):>Or V f 0 

(3) L().v) = l).IL(v), L(O) =O 

Por (1) debemos asociar a un vector v un número real¡ la única re­
laciqn que hay hasta ahora entre W y R es el empleo de coordenadas. Su­

pongamos que v tiene de coord.enadas (x,y) respecto de la base {v 1 ,v 2 }. 

se trata entonces de definir L(x,y). Naturalmente buscamos la funci6n 

más sencilla que cumpla las propiedades y para ello buscamos entre los 

polinomios. Los polinomios ctes.no sirven por (1). De (3) se deduce que 
L(-v) = L(v) y por ello tampoco sirven los de primer grado. Probamos con 
un polinomio de grado 2 (sin términos lineales,por lo mismo de antes): 

L(x,y) = ax 2 + bxy + cy2• 

L(v 1 ) = L(l,0) =a :::wOi igualmente c>O. Además, si (x,y) f (0,0), enton­

ces L(x,y) = ax 2 + bxy + cy 2 >,0~Discriminante<0<:>4ac - b2 ';;>0. 

Por tanto, a, b, c deben cumplir a>O, 4ac - b2."> O (esto implica c>O). 
s6lo falta comprobar (3)! L().x,).y) = ). 2ax2 + ).2bxy + ). 2cy2 

1).1 L(x,y) = 1).1 (ax 2 + bxy + cy2). Por tanto, 
como longitud de un vector sirve la funci6n: 

L (v) = 1/ ax 2 + bxy + cy 2 ¡ L (v) se suele denotar 11 vll. 
N6tese que también serviría: 

L(v) =a i/X'2- + b vxy + c ~Y"= alxl + b {iY + c!YI· 
Si seq¡)iere tratar esto, la forma sería dibujar circunferencias: 

{if'I L (it) = l}. 

En el caso primero aparecen c6nicas, en el segundo cuadrados· (rombos). 

Por tanto, dada una base {it1 ,v2 }, una norma es una funci6nllJI: W~R tal 

que si v = (x,y) !!VII =V ax 2 + bxy + cy2 (1). 

El ejemplo más sencillo es llvll 
puede definir en cada base. 
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Es preciso insistir, cara al alumno, en que hay infinitas normas 
(infinitas formas de medir lonq,itudes) y que desde el punto de vista 
matemático no hay ninguna privilegiada. En efecto, todas las definidas 
cumplen la desigualdad triangular y son·, por tanto, normas en sentido 
topológico , aunque algunas den resultados que chocan a la "intuición 
físi~a"; por ejemplo: 

~ 11~11 = ~,...x_2 _+_y_2 entonces lliiill = l y 11;2!1 
es pieferible llamar norma en lugar de longitud). 

l (Por esto 

Precisamente, comprender que la aparente "anormalidad" de estos 
resultados se debe a que se tiene una forma prefijada de medir (que se 
podría representar como 4 llvll = V x 2 + y 2 ), es distinguir lo que es 
accesorio de lo que es esencial, es decir COMPRENDER. Hay que tener en 
cuenta que al decir que los dos vectores no pueden medir igual se está 
implícitamente diciendo "respecto a la medida física". Pero es que ésta 
es una más y no tiene nada de especial desde el punto de vista matemá­
tico. En general, la unidad de medida que resulta no es una unidad de 
longitud física. O dicho de otra forma, no hay manera de decir que la 
unidad de longitud de un eje es igual a la unidad de longitud del otro. 
Además, el hecho de que haya infinitas "longitudes" plantea una diferen­
cia clara con lo afín, donde sólo hay una forma de sumar vectores, etc. 
Es decir, sólo hay una Geometría afín del plano y hay infinitas euclí­
deas, aunque todas ellas las estudiemos conjuntamente. Cada concepto in­
troducido depende, pues, de la norma (o del producto escalar) introduci­
da. La métrica no es algo inherente al plano sino algo que aftadimos para 
estudiarlo. Con la noción de ortogonalidad ocurre igual: hay infinitas, 
y la noción natural de -t- es sólo un ejemplo de ellas. El alumno debe 
comparar esta situación con la noción de paralelismo en el plano afín. 

El problema que se plantea.ahora es la introducción del concepto de 
producto escalar a partir de lo hecho. Pero es preciso insistir en que 
el producto escalar no es una idea natural,sino un concepto algebraico 
que simplifica enormemente los cálculos. Por tanto, es a la hora de ope­
rar donde debe aparecer. En general, las consideraciones geométricas de~ 
ben servir para colocar el problema en una buena situación, y los cál­
culos para acabar de resolverlo. 

Indicamos a continuación varios métodos posibles con algunas de sus 
ventajas e inconvenientes. Estos métodos se pueden clasificar en dos ti­
pos: unos, conducen, sin hablar antes de producto escalar, a la existen­
cia de bases donde la norma se expresa ·como 11 itll =V x 2 + y 2 (métodos úl­
timos); otros, los que introducen antes el producto escalar, a partir 
del cual se puede continuar con el desarrollo típico de estas cuestiones. 
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METODO DEL CAMBIO DE BASE 

Definida la norma respecto a una base {~1,'12}, surge naturalmente 

el problema de c6mo calcular 11;11 si sus coordenadas vienen dadas respec­

to a otrq base {~1 , ~2 }, conociendo las coordenadas de estos Últimos 

respecto a la base inicial. Sean ; = (x,y),. ;1 = (x1 ,y1), ;2 = (x2 ,y2l. 

respecto a {~1.~2}• 
Expresando el vector ven funci6n de'{v 1,v2}, aplicando (1) y operando, 

sale fi;ti1 2 = x2 1lw1fi 2 + y2!1wzfj 2 + 2xy(a(x1X2) ++(y1x2 + X1Y2) + CY1Y2] 

y para simplificar, se. llama a la expresi6n del corchete ;1•W2 (que, por 

supuesto, también está definida cuando·;i1 y·;i2 no son base), 

Este método tiene la ventaja de que aparecen directamente las f6r­

mulas del cambio de base para la norma, y de que dada una base {;i1,;i2}, 

la norma se expresa como: 

Ml 2 = x2lhti11 2 + y2U;2ll 2 + 2xy ;1.wz. 

La condición Jl;tll >O (o sea1 4ac - b2 > 0) se escribe ahora: 

4 llw 111 2 llw2ll 2 - 4 lw1.wzl2>0; es decir, lw1 .wz l,llw1ll lf w2ll, que es 

la desigualdad de SCHWARTZ (si w1 y w2 no son base se demuestra apart.e) ", 

A continuaci6n se estudiarían las propiedades del producto escalar 

y se vería que, recíprocamente, un producto escalar define una norma. 

Este método tiene la ventaja de que permite ver la importancia del 

concepto de ortogonalidad, Una base será "buena" cuando la norma venga 

expresada de una forma sencilla, es decir, cuando w1 :.;2 = O. Una base 

ortogonal diagonaliza la forma cuadrática al anular el factor x.y, y 

una ortonormal la convierte en ll~fl = ~ xz+y 2• 

Surge naturalmente la cuestión de existencia de bases ortonormales, 

que se traduce en las ecuaciones: 

ax 12 + bx 1y 1 + cy 1
2 = l 

ax2 2 + bX2Y2 + cy 22 = 1 
b 

ax1x2 + T (X1Y2 + Y1X2) + CY1Y2 = O 

(flw 1ll = 1) 

( flWzil = 1) 

(W1 .Wz = 0) 

Se comprueba que estas ecuaciones siempre tienen soluci6n y, por 

tanto, una norma se puede siempre expresar en cierta base de la forma 

más sencilla, Nótese la importancia de este resultado, que dice que to­

dos los productos escalares se pueden tratar de la misma forma (con las 

mismas f6rmulas), aunque los resultados "físicos" sean distintos. 

de 
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METODO DE LA FORMA POLAR DE LA FORMA CUADRATICA 

Se sabe que en un espacio euclídeo 
. ..... ..... 1 ' + ..... 2 

la norma mediante: v.w =2<llv+wll -

Esto es el proceso de polarizaci6n 

se puede obtener v.w a partir 

llii"Q 2 
- 11;112

) 

de la forma cuadrática y su 



traducción en Geometría clásica es el teorema del coseno. Pero, por su-. 
puesto, la fórmula anterior sigue sin tener nada de "natural" y no puede ... 
justificarse como definición de producto escalar. Este método pretende 
ser una justificación de tal fórmula. 

Hasta ahora se tiene: 11~11 2 = ll(x,y)M 2 

a = 11 vi11 2 , c = 11 '1211 2 • 

ax2 + bxy + cy2 con 

Es decir, a y c están estrechamente relacionados con v 1 y V2; conocidas 
sus normas se conocen a y c, ¿Ocurre algo parecido con b? Veamos: 

ll<l,1)112 = lli11+if211 2 =a+ b + c ~b = ll'i1+v211 2 - llvill 2 -llv2ll 2 • 
Esta expresión aparece en muchos cálculos y por eso se simplifica dán­
dole el nombre de producto escalar a ;/,;; = f ( llv+iS11~ - llvll 2 - 11iSr1 2). 
Por supuesto, esta definición vale si v y iS no son base. 

A partir de aquí se puede hacer un desarrollo parecido al del méto­
do anterior, encontrando la expresión del producto escalar y de la norma 
respecto a una base cualquiera, justificando el concepto de ortogonali­
dad como antes y planteando la existencia de bases ortonórmales. 

METODO DE DIAGUNALIZACION DIRECTA 

Este método conduce directamente a la expresión 1'1711 = i x2+y 2• 

Si los alumnos conocen y manejan las "fórmulas del cambio de base", 
se puede intentar directamente diagonalizar la forma cuadrática, es de­
cir, buscar una expresión más sencilla de llv112 = ax 2 + bxy +cy 2, tratan­
do de completar cuadrados (recuérdese que a> O y 4ac - b2) O): 

ax2 + bxy + cy 2 b b 2 
a (x + 2a y) 2 + (c - Tal y2 

y con el cambio de base :X = x + i:,. y, y = y resulta que: 

1ivi12 = ax2 + (C•~:)y2. 

Una' base (o un sistema de ejes) se dice ortogonal cuando la forma 
cuadrática llvJ/2 se expresa de esta forma (sin término xy), es decir, 
cuando es ·"diagonal". Queda probada la existencia de bases ortogonales, 
y naturalmente se ve después que una base es ortogonal cuando su produc­
to escalar es o. 

se puede obtener tam~a existencia de bases orton~s escri-
11 ->112 ·"' - ) 2 ( b 

2 
- 2 - ,r;; - = b 

2 
-biendo v = ( 1ax + c--4 y) y tomando x = ,ax, y = c--4 y, con a . _,. a 

lo cual se llega a que para estas bases (que existen): llvU 2 = x 2+y 2• 

Este método justifica el estudio de aplicaciones del tipo: 

(
a1 i a1 2) (x) 

es decir, el 
a21 a22 y 

estudio somero de las matrices y las aplicaciones lineales 
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que se necesita si se quiere introducir el producto escalar como en el 

método siguiente, aunque ahora se podría hacer por otro método llegán­

dose a it.~ = X1X2 + YIY21 :J"= (X¡,y¡),~ = (X21Y2l· 

No parece muy útil en este método hablar de la matriz de la forma 

cuadrática respecto a una base y quizás sea muy complicado. 

METODO DE LA SIMETRIA 

Este método pretende justificar directamente la introducci6n de la 

norma como ilit/l = ~ x 2 ~y2 • Matemáticamente esto está justificado, pues sa­

bemos que siempre existen bases ortonormales; ahora se trata de justif i­

car, mediante consideraciones geométricas de simetría bastante senci­

llas, su introducci6n directa que ahorra mucho tiempo. 

Para desarrollar este método se comienza,como en la introducci6n, 

buscando una funci6n, polinómica que sirva como "longitud de un vector". 

Los términos lineales se eliminan como allí y entonces L(x,y) = ax 2 + 

+ bxy + cy 2 • Se trata ahora de justificar la eliminaci6n del término 

bxy. 

Parece natural que entre los cuadrantes que define la base'{it1,it2 } 

no haya ninguno privilegiado. Si un punto del primero es (x,y), enton­

ces sus puntos simétricos en los otros tres son (-x,y), (-x,-y) y (x,-y). 
Por la propiedad (3) se cumple que L(x,y) = L(-x,-y) y L(-x,y) = L(x,-y). 
Para que los cuatro cuadrantes sean iguales "exigimos" L(x,y) = L(-x,y). 

Es decir, que la simetría (x,y)~ (-x,y) sea una isometría. 

Dicho de otra forma, que al cambiar x por -x se obtiene un vector de 
igual longitud que el primero1 quiere decir que los cuatro cuadrantes 

son "iguales" para nosotros, y esa es precisamente la definici6n que 

da Euclides de perpendicularidad: "Cuando una línea recta colocada so­
bre una línea recta forma ángulos adyacentes e iguales el uno al otro, 

cada uno de los ángulos iguales es recto y la línea recta colocada so­

bre la otra se llama perpendicular a aquélla sobre'• la que está coloca­

da". Es decir, en el proceso se introduce la ortog~nalidad directamente, 

pues la simetría L(x,yi = L(-x,y) lleva en cierto sentid'o implícita la 

idea de que los ejes son ortogonales (pues esta simetría s6lo se ve 

"dibujándola" cuando se pintan los ejes perpendiculares). Dos rectas o 
dos vectores serán ortogonales cuando se encuentren en la misma posi­

ci6n relativa entre e~los que en la que se encuentran los ejes dados. 

Entonces resulta ax 2 + bxy +'cy2 = ax 2 - bxy + cy2=* b =O, y queda 
L(x,y) = ax 2 + cy 2

• Como L(x,yj > O, (x,y) ;i (0,0); la única condici6n 

que deben cumplir a y ces ser) O. Luego se puede tomar a= c =l. N6-· 

tese que esta elecci6n supone tomar llv1ll = llv 2 11 = 1 aunque ~. 
v, 

Pero n6tese que el problema de encontrar vectores que aparentemente no 
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"miden" lo mismo y tienen la misma longitud algebraica (o ángulos que 

aparentemente no son iguale<!J'y son algebraicamente el mismo) aparece con 

cualquier forma cuadrática (excepto Vx 2+y 2 y~) aunque con este mé­

todo en lugar de "aparecer", se afirma su existencia desde el comienzo, 

y se enfrenta antes al alumno con la aparente incongruencia de que uno 
puede elegir unidade~ arbitrarias de longitud sobre los ejes (al esco­

ger a y cj y de ángulos (al escoger la base ~1 y v 2) cuando se está de­
finiendo una distancia en el plano. 

Se llega definitivamente a /l(x,y)I/ V x 2+y2 utilizando la propie-

dad (3) como en la introducci6n: L(Av) =IAIL(v). 

Se plantea ahora la cuesti6n de desarrollar lo introducido y de que 

aparezca el producto escalar. (El desarrollo que sigue sirve también pa­

ra el método anterior). Esto se podría hacer por alguno de los métodos 

anteriores y se llegaría a la expresi6n: 

v.i% = (x¡,y¡}. (X2 1Y2) = X¡ .x2 + Yl •Y2. 

Aquí se va a in,dicar otro método que tiene importantes ventajas y 

que, con ligeras variantes, sirve también para cualquiera de los otros 

métodos, indicados y resuelve (aun en el caso de que se introduzca el 

producto escalar directamente), DE FORMA MUY SENCILLA, LOS PROBLEMAS 
DIDACTICOS PLAN'I'EADOS CON LA DEFINICION RIGUROSA DE ANGULO, LA DEE'INI­

CION DE LAS RAZONES TRIGONOMETRICAS DE UN ANGULO, EL ESTUDIO Y CLASIFI­
CACION DE LAS ISOMETRIAS DEL PLANO, SUS ECUACIONES Y RESULTADOS ELEMEN­

TALES ("El producto de dos simetrías es una rotaci6n", "Toda rotaci6n 

es producto de dos simetrías", etc.), LAS FORMULAS DE LA TRIGONOMETRlA 
PLANA, etc. 

Se trata de estudiar las transformaciones del plano que conservan 

la estructura introducida. Así, el alumno se encuentra con la primera 

idea de conservaci6n y el conocimiento que se alcanza de una estructura, 

estudiando sus transformaciones. 

Se definen, las isometrías como aplicaciones biyectivas de w en w 
q.ie conservan la norma ( IJf (v)ll = ilvll) y las operaciones (son lineales). 

Cualquier punto de la circunferencia unidad {v J llitl/ = l} tiene como 
imagen otro punto de la circunferencia unidad (es decir, la circunferen­

cia unidad es una 6rbita para las isometrías). Se observa que dada la 

imagen (a,b) del punto (1,0), la imagen (x', y') de otro punto cualquie­

ra (x,y) sobre la circunferencia unidad, s6lo puede tener dos valores. 

En efecto, /J(x' ,y') - (a,b)/I = llcx,y) - (1,0)1/ y, de aquí, operando1 re­
sulta ax'+ by'= x 

1
que con (x') 2 + (y') 2 = 1 1 implica: 

79 



X ax by X ax + by 
o 

y' bx + ay .... y' bx - ay 

Recíprocamente, toda aplicación definida por matrices de estos ti­

pos es una isometría. Estas ecuaciones valen para todo v (tómese it/11~1/). 
¿Cómo distinguir un caso de otro? La simetría tiene dos puntos fijos en 

la circunferencia unidad y la rotación ninguno. Es decir, que hay que 

resolver: 

y 

Resulta que [íl es una rotación y [¿] una simetría. 

Si se define base ortonormada como aquélla en que la forma cuadrá­

tica se expresa como Vx'+y~ (definición equivalente a la normal) resul­

ta que toda isornetría de matriz (I] en una base ortonormada, tiene una 

matriz de éste tipo en cualquier otra base ortonormada y los números 

a y lbl no dependen de la base ortonormada y sólo de la rotación. Se 

llama a "a" coseno de la rotación. Si el plano está orientado, entoncesb 

tampoco depende de la base ortonormal escogida que tenga el mismo sen­

tido que la inicial. Se llama a "b" seno de la rotación. 

Despejando a en las ecuaciones de la rotación, se obtiene a = xx'+ 

+ yy'. A lo óltimo se le llama "producto escalar" y así resulta que 

a= (x,y) .(x', y'). A partir de aquí se puede desarrollar toda la Trigo­

nometría y el resto de las cuestiones enunciadas antes. Para un desarro­

llo concreto puede verse: "GP.OMETRIA" Queysanne-Revuz: CECSA, (con la 

mayoría de las cuestiones muy simplificadas si se hace lo indicado arri­

ba), o bien "ALGEBRA LINEAL Y GEOMETRIA" Dieudonné; Selecciones Cientí­

ficas, 

Con todo este bagaje es posible estudiar todas las cuestiones de la 

Geometría euclídea clásica o "moderna". Se pueden estudiar todas las 

cuestiones de la geometría del triángulo o del círculo, rigorizando las 

demostraciones sencillamente mediante los grupos de transformaciones 

adecuados y sus invariantes. 
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