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(GEOMETRIA O GEOMETRIAS?

José Salvador

INTRODUCCION

Interesado por el tema de la
Historia de las matemdticas, me

he dado cuenta de que ésta ofrece

una gran variedad de recursos para
despertar el interés de los alumnos
por las matematicas, ya que éstos
suelen sentir curiosidad por las
anécdotas histéricas y, como to-
dos los conocimientos matemati-
cos tienenuna parte histéricamuy
interesante, he creido ver en la
historiaunaherramienta de ayuda
a la hora de explicar los conoci-
mientos matematicos que tan abs-
tractos suelen resultar. En este
casoconcretoel temade estudioes
la geometria, y el principal objeti-
voque persigoes que el alumno se
de cuentadela vision tan limitada
que tiene de esta materia, ya que
todos los conocimientos que se le
han explicado son de geometria

euclidea; hacerle ver que existen
otros tipos diferentes de geome-
trias con sus propiedades caracte-
risticas, totalmente diferentes de
las de la geometria euclidea. Por
supuesto, al intentar explicar es-
tas nuevas ideas desde una vision
histérica, el alumno aprende a su
vez historia de las matematicas y,
mads aun, se da cuenta de que todos
los conocimientos matematicos,
por simples que parezcan, han te-
nido un desarrollo muy lento y
dificil, no por ello dejando de ser
muy interesantes.

GEOMETRIA O
GEOMETRIAS

Si nos preguntaran qué nos
sugiere la palabra geometria,
automadticamente nos vendrianuna
serie de ideas a nuestra cabeza, a
unos mas que a otros, pero todos
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conocemos cosas relacionadas con
la geometria. Por ejemplo, pensa-
riamos en un punto, unarecta, una
circunferencia, un tridngulo, de-
terminadas figuras, e incluso al-
gunos podrian darrelaciones, for-
mulas o teoremas que cumplen
- determinadas figuras geométricas;
en fin, conocimientos que hemos
ido adquiriendo durante nuestros
estudios. Muchos se atreverian a
dar definiciones respondiendo a
preguntas como:

(Qué es una linea recta?

(Qué son rectas paralelas?

¢Cudéntas paralelas s€ pueden .

trazar por un punto exterior a una
recta?

A

a) Linea recta

Y generalmente las respuestas
a estas preguntas serian:

Unarecta es la linea que da la
distanciamds corta entre dos pun-
tos.

Dos rectas paralelas son dos
rectas que nunca se cortan.

Por un punto exterior a una
recta s6lo se puede trazar una
paralela a ella.

Sin entrar en la discusién de si
estas definiciones o explicaciones
estan ono bienhechas, seguro que
las ideas que todos tenemos de
estos conceptos son las que apare-

_ cenrepresentadas en los siguien-

tes dibujos (figura 1):

b) Rectas paralelas

¢) Recta paralela a r por un punto P exterior

Figura 1
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Pero, ;es esto siempre asi?, es
decir, ;nos atreverfamos a genera-
lizar y a afirmar que estas ideas
que nosotros tenemos y con las
que hemos estado trabajando du-
rante todos nuestros estudios son
siempre correctas?, odichode otro
modo, jestamos seguros que en
cualquier situacionlalineaque da
la distancia mds corta entre dos
puntos es unarecta, que dos rectas
paralelas son dosrectas que nunca
se cortan, y que por un punto
exterior a una recta solo se puede
trazaruna paralela? En definitiva,

,somos capases de imagifiar algu-

na situacién en la que lalinea que
da la distancia minima entre dos
puntos no sea una recta o que
todas las rectas se corten, y por
tanto no existan rectas paralelas?
Ante esta situacion, lamayor par-
te de nosotros, que tan acostum-
brados estamos a generalizar en
nuestra vida cotidiana, haciendo
afirmaciones como:

Todos los politicos son unos
vividores, todos los alemanes son
unos nazis, etc., dirfamos sin pen-
sarlo dos veces: “pues si, la linea
que daladistanciamads cortaentre
dos puntos es siempre una linea
recta, y, desde luego, por un punto
exterior a una recta sélo se puede
trazar una recta paralela siem-
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pre”. No nos paramos a pensar en
este casolodificil que es generali-
zar una idea, ya que como encon-
tremos un ejemplo en el que esto
no se cumpla, nuestra afirmacion
se nos vendria abajo. Durante si-
glos, observando que todos los
cisneseranblancos sellegd a afir-
mar que todos los cisnes eran blan-
cos, y se creia en esto como una
verdad. No era posible imaginar
un cisne de otro color, hastaque se
vio por primera vez un cisne negro
en Australiay estaidea se derrum-
bé. Lo que quiero decir es que la
generalizacién como una verdad,
s6lo es posible en el campo de la
matematica, como deduccién 16- -
gica de otras verdades (AXIO-
MAS) (que en el caso que nos
ocupa resultan evidentes). Por lo
tanto, si los mecanismos de de-
ducciénlégicaestdn bienemplea-
dos, unafalsedadenlageneraliza-
cién de un concepto, supondria
unafalsedad en esas verdades mas
sencillas.

Intentaremos estudiar la ver-
dad o falsedad de nuestras afirma-
ciones, hechasno como deduccién
16gica, porque nuestra intuicione
imaginacién no admite la posibili-
dad de que esto no sea asi.

Paraelloharemos unrepasode
la Historia de las Matemaéticas y
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veremos que estas dudas que nos
planteamos ahora se las plantea-
ron yaen su dia muchos matema-
ticos importantes, y del estudio de
las mismas, delintento de explica-
ciénrazonable, surgieron nuevos
conocimientos que enriquecieron
mucho las matematicas y la visién
que el hombre tiene del Universo.

HISTORIA DEL
VPOSTULADO

La Geometria que egtudiamos
en E.G.B. y Bachillerato se cono-
ce como geometria Euclidea, por-
queeslaque aparece desarrollada
enunodeloslibros mds importan-
tes de la Matematica, “Los ele-
mentos” de Euclides. De ahi el
nombre de Euclidea.

Euclides eraun buen matema-
tico, pero sobre todo podriamos
decir que fue el primer profesor de
matemadticas, entendiendo que le
interesaba mds el aspecto
divulgativo de los conocimientos
matematicos que la pura investi-
gacién matematicaensi. Vivien
el siglo III a.C. y dio clases de
matemadtica en la Universidad de
Alejandria. Por esos afios la Ma-
temdtica diferfa mucho de lo que
es hoy, ya que el gran desarrollo

de la Matemitica se produce a
partir del siglo X VII.

En Grecia lo que tuvo un ex-
traordinario desarrollo fue la Geo-
metriay muchos matematicos grie-
gos estudiaron con profundidad
esta materia, algunos de ellos in-
cluso mds importantes que
Euclides.

El paso de Euclides a la Histo-
ria se debe, principalmente, a que
fue el querecopil6 todos los cono-
cimientos de Geometriaexistentes
hasta su época y los formaliz6, es
decir, construyé una teorfa en la
quetodos estos conocimientosiban
surgiendo por deduccién 16gica a
partir de unas condiciones inicia-
les que él impuso.

Primero empez6 por dar un
conjunto de definiciones; algunas
son:

- Punto es lo que no tiene par-
tes.

- Linea es la longitud sin an-
chura.

- Los extremos de la linea son
puntos.

- Linearectaeslaque yace por
igual sobre sus puntos.

- Si una recta trazada sobre
otra, forma con ella dos angulos
contiguos iguales, cada uno de
ellos es recto, y la recta se llama
perpendicular a la que se trazo.
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- Circulo es una figura plana
limitada por una sola linea que se
llama periferia, respecto a la cual
son iguales las rectas que inciden
sobre ella trazadas desde uno de
los puntos situados en el interior
de la figura. Este punto se llama
centro del circulo.

- Rectas paralelas son las que,

estando en el mismo plano y pro-
longadas hasta el infinito, no se
encuentran.
Después impuso unos postulados,
axiomas o verdades que se cum-
plensiempre y que en esaépocase
pensaba debian ser eviderftes; los
famosos cinco postulados son:

- P1. Por dos puntos distintos
pasa una dnica recta.

- P2. Un segmento rectilineo
puede ser siempre prolongado.

- P3. Hay una tnica circunfe-
renciaconuncentroy un didmetro
dados.

- P4. Todos los dngulos retos
soniguales.

-P5. Siunasecante cortaados
rectas formando aunlado dngulos

interiores cuya sumaes menor que
dosrectos, las dos rectas suficien-
temente prolongadas se cortan en
ese mismo lado.

Después, a partir de estas con-
dicionesiniciales, Euclides fue de-
duciendo otras verdades menos
evidentes (teoremas, proposicio-
nes, etc.).

De todos estos postulados va-
mos a centrar nuestra atencioén en
el V, porque es el que nos lleva al
tema, centro de nuestro estudio.

Algunos matematicos posterio-
res a Euclides al encontrarse con
este postulado pensaron que no
era nada evidente, como los de-
mas, e intentaron demostrarlo a
partir de los otros cuatro. Esta
situacién, en cierto modo, es la
misma que laque nos hemos plan-
teado, porque parece evidente (fi-
gura 2) que si una recta corta a
otras dos formando dngulos inte-
riores cuya suma es menor que
dos rectos, (180°) estas rectas se
han de cortar; graficamente esta
situacion serfa la siguiente:

X +p £180°
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o lo que es lo mismo, si O+ =
180° => r//s,y lomas posible es
que nos atrevamos a generalizar
también esa propiedad. Sin em-
bargo, muchos matematicos in-
tentaron demostrar este postula-
do; porque, entre otras razones,

A

sabfan de la existencia de lineas
que, sinllegar a cortarse nunca, se
aproximan una a la otra tanto
como se quiera. Esto es lo que
sucede, por ejemplo, con las
asintotas de una hipérbola (figura
3)

v

Figura 3

Si aumentdsemos considerable-
mente laescalade estarepresenta-

cién (figura 4) nos encontramos
con la siguiente situacién:

Figura 4
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Los 4ngulos interiores suman
menos de 180° y las dos lineas no
se cortan nunca.

Alguno de nosotros podriamos
decir que este caso no nos vale
parael estudio de nuestro postula-
do, porque no son dos rectas, que
es alo que serefiere el postulado.
De acuerdo, pero es una situaciéon
que por lo menos nos hace pensar
y dudar de la veracidad del postu-
lado.

Es por esto, como hemos di-
cho, que intentaron demostrarel V
postulado a partir de los otros

pA
cuatro, yaque como los otros cua- -

tro eran evidentes, el V quedaria
probado como cierto por deduc-
ciénlégicade los primeros cuatro.
Entre los matematicos que busca-
ron esta demostracion se encuen-
tran: Gerolano Sacheri(1667-
1733), un Jesuita profesor de la
Universidad de Pavia; Lambert
(1752-1833), matemadtico francés,
etc.

Estudiemos el intento de de-
mostracion de SACHERI.

Sacheri parte de un cuadrilate-
ro con dos angulos rectos, cuyos
lados opuestos ABy CD sonigua-
lesy perpendiculares al tercerlado
BC, y admitia 3 posibilidades:

a)Losédngulos Ay D son obtu-
sos. (Hipdtesis del dngulo obtu-
SO).

b) Los dngulos sonrectos. (Hi-
potesis del dngulo recto).

c) Estos dngulos son agudos.
(Hipétesis del dngulo agudo).

Paraquetengamosunaideade
lo que queria hacer, Sacheri esta-
ba convencido de que la opcidén
correcta era la b), (como seguro
nos sucede a nosotros), jes que es
tan evidente! dirfamos ante esta
situacién, pero sentialanecesidad
de demostrarlo, como buen mate-
mético que era.

La primera hip6tesis la recha-
z6 como absurda porque, de ser
cierta, conduciria a que el seg-
mento AD serfade longitud infini-
ta.

Porlotanto yasolole quedaba por
demostrar como falsalaopcionc)
y quedaria probada como verda-
dera la segunda, que serfa lo mis-
mo que afirmar que si una recta
cortaaotras dos con dngulos inte-
riores cuya suma es 180° estas
rectas son paralelas, yesteesel V
postulado de Euclides.

Cual seria su sorpresa al darse
cuentade que al intentar encontrar
un absurdo®™ aceptando como co-

*Salcheri utilizaba la demostracion por reduccién al absurdo, que consiste en
suponer como cierto algo que se quiere demostrar como falso, para llegar a una
contradiccion, a un absurdo o algo que no tiene sentido.

OCTUBRE - 1994



32

GEOMETRIA O GEOMETRIAS?

rrectalahipétesis del dngulo agu-
do, éste nuncallegaba; porel con-
trario, fue deduciendo en la bus-
quedade ese absurdo teorematras
teorema hasta 30, sin que ninguno
deellosle condujeraaunacontra-
diccién o a un absurdo.

Viendo esta situaciény ante la
imposibilidad de dar una demos-
tracién del V postulado, afirmé
(abandonando con ello el rigor
matemaético y refugidndeose mds
en la fe:

“la hipdtesis correcta es lab) y
la c) es falsa, porque repugna a

la naturaleza de la linea recta”.

Tanconvencidoestaba Sacheri
de la evidencia del V postulado,
que no dio ningtn valor a los
teoremas o resultados que consi-
guid al aceptar como verdaderala
hipétesis del dngulo agudo. Pero
otros matematicos, ya en el siglo
XIX, sf aceptaron la hip6tesis del
angulo agudo como buena, y por

tanto, que aunque la suma de los
angulosinteriores fuese menor que
dos rectos, estas rectas no tenfan
por qué cortarse.

Estos matemadticos fueron:
Gauss, matemético alemén consi-
derado por algunos el mds grande
de todos los matemadticos, pero
quenoliegé a publicar nada sobre
este tema; Lobacheskii, matema-
ticoruso, que publicéen 1826 por
primera vez una geometria distin-
tadelade Euclides (no-Euclidea)
basada enlahipétesis del Angulo
agudo; Bolyai, matemadtico huin-
garo que publicé en 1832 también
una geometriaenlaque se acepta-
ba esta hipétesis del dngulo agu-
do.

En esta geometria no euclidea
podemos hacer afirmaciones como
ésta: Dos rectas paralelas corta-
das por otra recta (figura 5) for-
man a un lado dngulos interiores
cuya suma es menor que dos rec-
tos.

s

X +/3 £ 180°
Y s

Figura 5
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Porlo tanto, dadaunarectary
un punto P exterior a la misma

(figura 6) se pueden trazar por P
infinitas paralelas ar.

P §’
e
_;y’—' 4
.
St SrtffSis - -
Figura 6

-

Esta geometrianoeuclideare-
cibe el nombre de geometria
hiperbélica.

Mastarde hacia 1865 un mate-
matico alemdan, Riemann, desa-
trollé otra geometria distinta ba-
sada en la hipdtesis del angulo
obtuso de Sacheri, geometria que
recibe ¢l nombre de geometria
eliptica.

En principio todoibabien ted-
ricamente, es decir, se desarrolla-
ronlas teorias de esas geometrias;
pero eran tan abstractas, tan difi-
ciles de entender, que gran parte
del mundo cientifico desconfiaba
de ellas pensando que, transcurri-
dos los afios, se descubriria el
error, lacontradiccién; vamos, que
estas geometrias contra natura,
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como diria Sacheri, se caerian por
su propio peso.

Conel fin de tratar de entender
estanueva forma de verlas cosas,

. intentemos profundizar un poco
" masenestas geometrias estudian-

do alguna de sus propiedades.

GEOMETRIA
HIPERBOLICA

En esta geometria, la suma de
los angulos de un tridngulo es

- menor que 180°; existe, por tanto,

una mayor variedad de figuras
que enla geometria euclidea. As,
por ejemplo, existen tridngulos
equildteros (conlostresladosigua-
les) cuyos dngulos valen todos
45°, 36°, etc.
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Figura 7
GEOMETRIA ELIPTICA

Otras caracteristicas:

. No existen semejanzas: dos
tridngulos con sus tres dngulos
iguales son superponiblgs.

. Por un punto exterior a una

recta se pueden trazar infinitas
paralelas.

. Las lineas que dan la distan-
cia minima entre dos puntos no
son las rectas.

En esta geometria la suma de
los 4ngulos de un tridgngulo es
mayor que 180°,

. No existen rectas paralelas.
Por un punto exterior a una recta
no se puede trazar paralela algu-
na. '

.Laslineas que dan la minima
distancia entre dos puntos no son
las rectas.

Figura 8
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GEOMETRIA
EUCLIDEA

Como es sabido, en esta geo-
metria la suma de los dngulos de
un tridngulo es 180°.

. Por un punto exterior a una
recta s6lo se puede trazar una
paralela.

. La linea que da la distancia
minima entre dos puntos es la
recta.

Figura 9

Creo que queda en evidencia
por qué estas geometrias no
euclideas, que teéricamente esta-
ban bien construidas, noeranacep-
tadas, y mucho menos pensaban
que tenia que existir algin falloen
el desarrollo tedrico.

Se hacia necesario un soporte
fisico, es decir, unmodelo real de
unas superficies en las que funcio-
naran estas geometrias.

Intentando darrespuestaaesta
necesidad, el matematicoitaliano
E. Bertrami(1868) dio ejemplos
de superficies reales que tienen
esetipo de geometrias; en concre-
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to, dio un modelo para la geome-
tria hiperbélica. Bertrani demos-
trd que en un tipo de supetficies,
denominadas superficies de cur-
vatura negativa constante, la mi-
nimadistanciaentre dos puntos no
viene dada por una recta; es mas,
no existen rectas en esas superfi-
cies, esta distancia viene dada por
unas curvas que se llaman curvas
geodésicas. Toda la geometria
hiperbélicapuede serinterpretada
sobre una de estas superficies.
Ejemplos de superficies con
geometriahiperbdlica.
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Figura 10

Por otro lado, Riemann habia
dado un modelo real para la geo-
metria eliptica: la esfera. Sobre
esta superficie no hay rectas y las

definiciones de la geometria

euclidea no son vélidas. Estudie-
mosmds profundamente esta geo-
metria.

ESFERA

Hemos dicho que en la esfera
las definiciones geométricas son

Figura 11

distintas; as{ por ejemplo (figura
12):

PUNTO = par de puntos
diametralmente opuestos sobrela
esfera.

RECTA = circunferencia
méxima que tiene su centro en el
centro de la esfera.

En esta geometria no existen
paralelas, ya que todas las rectas
se cortan en un punto (es decir, en
dos puntos diametralmente opues-
tos).

Figura 12
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En la figura 12 se puede ver
unaesferaenlaque se comprueba
como dos rectas cualesquiera se

cortan en un punto. No existen rec-
tas paralelas.

Figura 13

La figura 13 muestra superfi-
cies con curvatura constarite posi-
tiva y geometria Eliptica.

Por tltimo hay que destacar
algo muy importante y es que es-
tas superficies con geometrias
globales no-euclideas,localmente
tienenunageometriaeuclidea. Esto
es lo que nos sucede a nosotros:
vivimos en un espacio euclideo,
perosi consideramos globalmente
todo el planeta, su geometria es
no-euclidea (esférica). Por lo tan-
to, las geometrias no-euclideas y
euclidea estén estrechamente re-
lacionadas, y una contradiccién
en una de ellas supondria
automdticamente una contradic-
cién en la geometria euclidea.
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CONCLUSIONES

Hemos visto tres tipos de geo-
metrias: euclidea, hiperbdlica y
eliptica; pero realmente existiran
tantas geometrias diferentes como
clases distintas de superficies cur-
vasexisten, y solo paraunnimero
reducidisimo de ellas es vélido el
V postulado de paralelismo. Ensi,
todaslas geometrias tienen lamis-
ma legitimidad que la euclidea, y
el hecho de que se hable tan poco
de ellas ha de atribuirse a que - si
prescindimos de la geometria so-

bre la esfera - no existe ninglin

motivo para que en nuestro uni-
versonos ocupemos de las formas
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no euclideas de la Geometria. Las
superficies curvas pueden consi-
derarse siempre “embutidas” en
un espacio euclideo, lo que da
lugar aque no exista ningtin moti-
vodirecto para constituir una geo-
metria no-euclidea de la superfi-
cie curva que consideremos.
Porlotanto, no es que estemos
equivocados ennuestrasideasini-
ciales de la recta y rectas parale-
las, sino que estas ideas son vali-
das en la geometria euclidea, que
es la que conocemos y estudia-
IMOS, PEro No nos aventuremos a

generalizar sino queremos caeren
errores como los que hemos visto.

Elespacioesrelativo, depende
de la visién que tengamos de él.
Por lo tanto, las nociones de geo-
metria, como dependen del espa-
cioconsiderado, también sonrela-
tivas. Asi por ejemplo, una pelota
de golf vista a una distancia con-
siderable es un punto, silaacerca-
mos este punto se convierte enuna
esfera y si tomamos un tamafio
microscépico y nos situamos so-
bre ella, entonces nos parecerd un
inmensoplano.
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