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ABSTRACT

The median problem consists of finding the location of a
facility point that minimizes the average or global distance to a
demand point. A network point is a vertex or a point on an edge,
and the distance between points provides the natural measure on
the network point set. Then the distance between a point and the
whole network point set is the integral of the distance between
this point and all network points. The continuous median of the
network is the point that minimizes the distance to the network
point set. It 1is also the facility point that minimizes the
expected distance to a random demand point with wuniform
probability distribution on the network point set. The continuous
median problem, that consists of finding a continuous median of
the network, is solved by a very simple polynomial algorithm.
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1.INTRODUCCION.

La Teoria de 1la Localizacién estudia como establecer 1la
situacién Optima para colocar determinados servicios. Se han
analizado gran cantidad de criterios de optimalidad y
restricciones atendiendo a distintas modelizaciones de las
circunstancias reales de esta problematica. Los modelos mas
sencillos y mas profundamente estudiados tratan del
establecimiento de un nuamero m de puntos de servicio fijado a
priori. Generalmente se admite que toda demanda es atendida desde
el punto de servicio mas cercanoc y los objetivos hacen referencia
al tiempo o coste necesario para atender las posibles demandas.
Los criterios mas importantes tratan de minimizar el tiempo medio
o el tiempo maximo empleado para atender una demanda del servicio.
Los modelos se desarrollan principalmente en espacios de dos
tipos: continuos (una regidn del plano o del espacio) o discretos

(un conjuntc finite de puntos o un grafc o red de comunicaciones).
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La investigacién en la Teoria de la Localizacién en espacios
continuos ha centrado su esfuerzo en la utilizacién de diferentes
normas o conceptos similares menos estrictos y el desarrollo de
procedimientos de solucidén iterativos. En los modelos discretos
los esfuerzos se han encaminado hacia 1la aplicacién de
procedimientos finitos cada vez de menor complejidad algoritmica
para resolver los diferentes problemas planteados. Existe una gran
cantidad de material editado sobre Teoria de la Localizacidén (ver
(1)). Recientemente estan apareciendo textos exclusivamente sobre
este campo tanto con modelos continuos ((2), (3)) como con modelos

discretos, especificamente grafos ((4), (5)).

Un grafo no dirigido, con su correspondiente funcién de
longitud positiva, constituye un modelo apropiado para la mayoria
de los problemas de localizacién en los que subyace una red de
comunicaciones. Los desarrollos actuales sobre localizacién en un
grafo tienen su origen en el articulo de Hakimi (6). Los problemas
principales consisten en establecer de m puntos de servicio de
manera que, bien la distancia maxima, o bien la distancia media a
los puntos de demanda sea minima. Estos problemas han recibido
respectivamente los nombres de problema del m-Centro y problema de
la m-Mediana. Cuando el ndmero m de puntos de servicio a
establecer es 1, se habla simplemente de centro o mediana.

En principio, estos problemas fueron planteados sobre un
grafo admitiendo 1los vértices como 1los Unicos puntos donde
radicaba la demanda y donde se podian establecer los puntos de
servicio. Posteriormente se generalizdé su formulacién, permitiendo
el establecimiento del servicio en puntos intermedios de las
aristas; los correspondientes problemas recibieron entonces el
calificativo de absolutos. Finalmente se extendié la demanda a
todos los puntos del grafo, recibiendo entonces los nombre de
problema del m-centro continuo y de la m-mediana continua.

Los problemas del centro y de la mediana absolutos de un
grafo fueron planteados primeramente en Hakimi (7), quien aportd
métodos finitos de solucién. E1 problema de la m-mediana absoluta
quedaba también resuelto por un procedimiento finito, pero 1la

solucién finita para el problema del m-centro fue aportada

228

© Del documento, de los autores. Digitalizacion realizada por ULPGC. Biblioteca Universitaria, 2017



posteriormente por Minieka (8). Sin embargo, segin probaron Kariv
y Hakimi (9), ambos son problemas NP-completos. Los problemas del
centro y la mediana absolutos admiten algoritmos polinomiales para
su resolucién, luego estan, en este sentido, resueltos; ademas el
mayor esfuerzo computacional de tales algoritmos se emplea en el
calculo de las distancias. Las investigaciones estan, en casi
todos 1los casos, principalmente enfocadas a la mejora de 1la
eficiencia practica de 1los procedimientos aplicados y en su

extensidén a situaciones cada vez mas generales.

El factor principal que permite 1la resolucién de los
problemas de m-mediana radica en la optimalidad de los vértices
como posibles puntos de servicio, ya establecida por Hakimi (7).
La principal herramienta para la resolucién eficiente de 1los
problemas de m-centro es el concepto de centro local que fue
introducido por Minieka (8), extendido por Handler (10) vy
corregido por el autor (11).

La evolucién de 1los problemas de m-centros y m-medianas

absolutos a los correspondiente problemas continuos no ha sido

paralelo. Una cuestién previa importante que 1los diferencia

consiste en la transformacidén de su formulacién. E1 problema del
m-centro absoluto estaba planteado con el objetivo de minimizar la
distancia de los m puntos de servicio al vértice mas lejano; en el
problema del m-centro continuo 1la funcién a minimizar es 1la
distancia de los m puntos de servicio al punto del grafo mas
lejano. Analogamente, el objetivo en el problema de la m-mediana
absoluta es minimizar la suma de las distancias de los puntos de
servicio a los vértices; sin embargo, al pasar al problema
continuo la suma no se puede extender a todos los puntos del
grafo.

Hansen y Labbé (12) formulan y resuelven el problema de
m-mediana continua estableciendo como funcién objetivo la suma de
las distancias desde los puntos de servicio al punto mas lejano de
cada arista. En este articulo se plantea y resuelve el problema de
la mediana tomando como funcidén objetivo la integral sobre todo el
grafo de la distancia desde el punto de servicio a un punto
genérico sobre el grafo. La principal dificultad radica en la

imposibilidad de extender, como se ha realizado con éxito en otras
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generalizaciones del problema, el principio segin el cual era
suficiente considerar los vértices como posibles localizaciones de
los puntos de servicio. Este hecho ya habia sido apuntado por
Minieka (13) al introducir el problema de la mediana continua y es
confirmado por Hansen y lLabbé (12) cuyo principal resultado es la
optimalidad de los vértices y puntos medios de las aristas como
posibles puntos de servicio.

Los procedimientos aplicados en el problema del m-centro
absoluto si han podido ser extendidos al del m-centro continuo.
Frank (14) resuelve el problema del centro continuo de un grafo y
Handler y Rozman (15) el del m-centro continuo. Tansel y otros

(16) ofrecen una panoramica de estos problemas.

2.CONCEPTOS_PREVIQS

Sea G = (V,A) un grafo no dirigido compuesto por un conjunto
V de n vértices y un conjunto A de m aristas: IVl = n y lal = m.
Los n vértices son puntos distintos y cada arista (i,j] € A es un
conjunto continuo y lineal de puntos que une los vértices i y j,
ambos 1inclusive. E1 conjunto P de 1los puntos del grafo esta

constituido por todos estos puntos.

Sea, ¥ [i,9] € A, 1a "londitud positiva de la arista [i,3j]
dada por L(i,j). Dos puntos son adyacentes si estidn en la misma

arista. Dados dos puntos adyacentes x e y, la subarista [x,y] es

el parte de la arista que los une. Cada punto x de una arista
[i,j] se determina por la longitud t = L(i,x) de la subarista

[i,x] y se denota por x = x([i,jl;t).

El calificativo no dirigide implica la inexistencia de

sentido en las aristas del grafo; [i,3] = [j,1]. Los extremos de
la arista [i,]] son los vértices i y j; el resto de sus puntos son
interiores a la aricsta. Dos aristas no pueden tener ninaln punto

comin que sea interior. Se dice que la arista {i,j] es incidente

en los vértices i y j.
Un camino entre 1los vértices 1 y J es una secuencia de
aristas tal que cada una tiene un extremo comun con la siguiente y

el otro cun la anterior siendo la primera arista incidente =n i vy
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la Gltima incidente en j. La longitud de un camino es la suma de
las longitudes de las aristas que lo componen. El1 vértice i es
accesible desde el vértice j si existe algun camino entre i y J.
La distancia D(i,j) entre dos vértices accesibles i y j es la
minima longitud de los caminos entre i y j. Un camino entre i y J
es Optimo si su longitud es D(i,Jj) (véase por ejemplo, Gondran y
Minoux (17)). Para cualquier vértice i, se entiende que el camino

vacio es un camino de longitud nula entre el vértice i y si mismo.

Los conceptos de camino, distancia y camino ©O6ptimo se
extienden a cualesquiera dos puntos del grafo por medio 1la
operacién de insercidén. La insercién de un punto x del grafo G
produce el grafo G.x que se obtiene de G de la forma siguiente: si
X es un vértice entonces G.x = G, pero si x es interior a la
arista [i,J] el grafo G.x tiene a x como nuevo Vvértice
sustituyéndose la arista [i,j] por las subaristas [i,x] y [x,J]
con sus correspondientes longitudes. Los caminos, distancias y
caminos O6ptimos entre dos puntos x e y del grafo G se definen como
los correspondientes en el grafo (G.y).x resultante de su
insercién. Sin embargo, la extensidon de estos conceptos sdélo
precisa de la modificacién del grafo para establecer su definicién
y propiedades formales, pueden ser desarrollados y aplicados sin

necesidad de alterar el grafo original.

Un grafo es conexo si todo vértice es accesible desde
cualquier otro. Un puente de un grafo conexo es una arista tal que
si se elimina del grafo éste deja de ser conexo. La eliminacién
del puente [i,j] da lugar a dos grafos conexos denotados por G; y
Gj. E1 grafo G; esta constituido por los vértices accesibles desde
i y las aristas que los unen. Andlogamente G; esta constituido por

los vértices accesibles desde j y las correspondientes aristas.

Los conceptos anteriores forman parte de la Teoria de Grafos.
A continuacidén introducimos un concepto usado exclusivamente para
la resolucién del problema de la mediana continua. Consideramos un
grafo conexo G = (V,A) con longitudes tales que cualquier arista
es un camino oOptimo entre sus vértices; es decir, VY [i,j] € A:
L(i,j) = D(i,]j). Esto ultimo no supone restriccién importante pues
en caso contrario bastaria con la insercidén de puntos interiores a

las aristas que no verificaran esta condicién.
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Definicién 1.
Los puntos x,z € P estdn en equilibrio si existen vértices
i,j € A[x] y u,v € A[z] tales que
D(x,z) = tloc, ) =D(i,u) + Elu,z):
D(xyz)= Lx,J) + D(J,v) + L{viz)-
Dlodszda¢ L i)+ D(i.v) . L0w,z2).
oo, ) < L, 3) + DEJLu) + Lu,z):

Siendo A[x] el conjunto de los vértices adyacentes a x.

Proposicién_1.
Sea x € Py [u,v] € A, existe un punto z interior a [u,v] en
equilibrio con x si y s6lo si existen dos vértices i y J
adyacentes a x tales que:
D(x,u) = L(x,i) + D(i,u), D(x,v) = L(x,j) + D(j,v),
D(x,u) < L(x,3) + D(J,u), D(x,v) < L(x,i) + D(i,v).

En tal caso el punto z es Unico y z = x([u,v];t), siendo

t = D(x,z) - D(x,u) = 20¥) + L(u.v) - DOGu)

m racién

Sea z interior a [u,v] en equilibrio con x. Para cualquier
arista [u,v] se verifica ID(x,u) - D(x,v)! < L(u,v). Veamos que no
se puede dar la igualdad.

Si D(x,u) = D(x,v) + L(u,v) entonces D(x,z) < D(x,u) + L(u,z)
por tanto, V i € A[x] se cumple D(x,z) < L(x,i) + D(i,u) + L(u,z).
Andlogamente si D(x,v) = D(x,u) + L(u,v), entonces V i € A[x] se
cumple D(x,z) < L(x,i) + D(i,v) + L(v,z). Luego en ambos casos los
puntos x y z no pueden estar en equilibrio.

Si z esta en equilibrio con x, existen i,j € A[x] tales que:
(1) Dlx,z) =-L{x,;%) * D(i,u) + Llu,z).
(2) D(x,z) = L(x,3) + D(J,v) + L(v,z).
(3) Db, z) € LEx,1i) +D(i,v) + Liv,z).
(4) D(x,z) < L(x,3) + D(j,u) + L(u,z).

Entonces de (1) se deduce que D(x,u) = L(x,i) + D(i,u) y de
(2) que D(x,v) = L(x,j) + D(Jj,v). Ademas, de (1) y (4) resulta
L(x,i) + D(i,u) < L(x,3j) + D(j,u), y andlogamente de (2) y (3) es
L(x,3) + D(J,v) < L(x,i) + D(i,v). Luego D(x,u) < L(x,3) + D(J,u)
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vy D(x,v) < -L{x,1) +0(i,v).

Por altimo, L(u,v) = L(u,z) + L(z,v), y de (1) y (2) es:
D{x,u) #Lilu,z) = Dlx,z) =:Dlwyv)is Llvw z):

De donde L(u,z) = O(x,v) + L(uév) - D(x,u)' que corresponde a un

punto interior a [u,v] ya que ID(x,u) - D(x,v)! < L(u,v).

Reciprocamente, supongamos que se cumplen
(1) D(x,u) = L(x,1) +D(i,u), ' (2) DOyV) = Llx,J) + D(F,v),
(3) D(x,u) < L(x,3) + D(Jj,u), (4) D(x,v) < L(x,i) + D(i,v).

Sea z = x([u,v];t), siendo t = D(x,v) + L(uiv) - D(x,u)_ De
(2) vy (3) es D(x,u) - D(x,v) < D(j,u) - D(J,v) < L(u,v), y de (1)
y (4) D(x,v) = D(x,u) < D(i,v) = D(i,u) <= Lfu,v). Por tanto

ID(x,u) - D(x,v)! < L(u,v), de donde 0 < t < L(u,v). Luego z es
interior a [u,v].

Adem&s D(x,u) + t = D(x,v) + L(u,v) - t, que coincide con
D(x,z). Por tanto, sumando t = L(u,z) en (1) y en (3) tenemos
D(x,z) = L{x,i):.® Dld u) * E(u,z) < Léx; 3)rn+ep(i:v) # E(viz)s Dal
mismo modo, sumando L(v,z) = L(u,v) - t en (2) y en (4) tenemos

D(x,2) = L{x,J) -+ D(J,v) ¢ L(v,z) < L{x,3) #D(F,u) # L{u;z)!
Luego los puntos x y z estan en equlibrio. =

Corolario.
Si existe un punto interior a ([u,v] en equilibrio con el
punto x entonces ID(x,u) - D(x,v)| < L(u,v).

Cuando consideremos a la vez a dos aristas [i,j] y [u,v]
supondremos que el orden de los extremos esti establecido de forma
que D(i,u) + D(j,v) =< D(i,v) + D(j,u). Asi, por ejemplo, si dos
puntos x y z interiores respectivamente a [i,j] y ([u,v] estan en
equilibrio entonces:

D(x,z) = L(x,i) + D(i,u) + L(u,z).
P(x,z) = L(x,3) + D(j,v) + L(v,z).
D5, z) < tlx, 1) * D(i,v) + L{v,2).
D(x,z) «<: Eix; 3) % D(J,u):+il(u,z).
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3.EL_PROBLEMA DE LA MEDIANA CONTINUA DE UN GRAFO.

Los problemas mas tipicos de localizacién de un punto de
servicio son los problemas de centros y los problemas de medianas.
Un centro es un punto minimiza la distancia al punto de demanda
mas lejano mientras que una mediana es un punto que minimiza la
distancia media o global a los puntos de demanda. El1 articulo de
Hansen y otros (19) ofrece una panoramica de los problemas de

localizacién de un punto de servicio sobre un grafo.

En un grafo no dirigido se pueden formular tres conceptos
estandares de centro: el centro del grafo es el vértice que

minimiza la maxima distancia a otro vértice, el centro absoluto

del grafo es el punto del grafo que minimiza la maxima distancia a

un vértice, y el centro continuo del grafo es el punto que

minimiza la maxima distancia a un punto del grafo. El problema del
centro continuo se suele formalizar definiendo la distancia entre
un punto y una arista como la maxima distancia entre dicho punto y
un punto genérico de la arista; entonces el centro continuo es el

punto que minimiza la maxima distancia a una arista.

Paralelamente, se pueden formular tres conceptos estandares
de mediana: la mediana del grafo es el vértice que minimiza la
media o suma de las distancias a los demas vértices, la mediana
absoluta del grafo es el punto del grafo que minimiza la media o
suma de las distancias a los vértices, y la mediana continua seria
el punto que minimiza la distancia media o global a todos los
puntos del grafo. Hansen y Labbé (12) definen la mediana continua
como la que minimiza la suma de las distancia a las aristas del
grafo utilizando el mismo concepto de la distancia entre un punto
y una arista que para el centro continuo. Sin embargo, aqui
definimos la distancia entre un punto y wuna arista como la
distancia media o global entre dicho punto y los puntos de 1la

arista establecida por medio de una integral.

Sea G = (V,A) un grafo conexo no dirigido con funcién de
longitud positiva L(.,.). En cada arista podemos considerar 1la
medida de Lebesgue para globalizar, mediante una integral,

cualquier funcién definida sobre sus puntos. Si f(x) es una

funcién definida para x € [i,j]; entonces la integral de f(x)
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en la arista [1i,j] es:
I f(x) dx =
(i, 3]
siendo esta Ultima una integral de Riemann. Puesto que la

L(d,.3)
J f(x([i,3];s) ds,

distancia entre dos puntos es una funcidn continua y acotada
adoptamos la siguiente definicién de distancia entre un punto y
una arista del grafo.

Definicidn 2.
Sean x € Py a = [i,]J] € A. La distancia entre x y a es :

d
Dx,a) = I D(x,w) dw = I' D(x,w) dw.
a i

La integral de Lebesgue extendida a todos los puntos del
grafo es la suma de las integrales sobre cada una de las aristas.
Entonces la distancia de un punto a todo el conjunto de puntos del
grafo es la integral, sobre el conjunto de los puntos del grafo,
de la distancia a dicho punto.

Definicidén 3.
Sea x € P, la distancia entre x y el conjunto P de los puntos
del grafo es:

D(x,P) = IPD(X.N) dw = z;ea D(x,a) = Z;GA J D(x,w) dw.
; a

La mediana continua del grafo es el punto del grafo que

minimiza la distancia global al conjunto de los puntos del grafo.

Definicidén 4.

Una mediana continua del grafo G = (V,A) con longitudes

L(.,.) es un punto c € P tal que: D(c,P) = Minxep D(x,P).

Esta formalizacién del problema es equivalente a la que
establece como criterio el de minimizar la distancia a un punto de
demanda aleatorio que se distribuye uniformemente sobre todo el
grafo. La distancia media entre un punto de servicio x y el punto
de demanda aleatorio w con distribucion uniforme es.

_ 1
EO0, 9] = 5y jpo(x.w) dw.

siendo L(G) la longitud total del giafo:

L(P) = fpd" * X4, 5)ea Ld” T li, j1en LD
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La dnica diferencia con la formulacién anterior estia en un

factor multiplicativo constante de la funcién objetivo que

1
L(P)
evidentemente se puede obviar.

Proposicién 2.
El problema de la mediana continua tiene solucidn.

Demostracioén.

La distancia D(.,.) definida en el conjunto P de los puntos
del grafo es una métrica. Puesto que cada arista [i,j] es
topolégicamente isomorfa a un intervalo real cerrado, el par (P,D)
constituye un espacio métrico compacto.

Para cualquier punto w del grafo, la distancia entre un punto
X € P y w es una funcién continua en x. Por tanto también son
continuas la distancia a cualquier arista y la distancia a todo el
grafo F(x) = D(x,P). Luego es un problema de minimo de una funcidn
continua F(x) en un espacio compacto (P,D) que se alcanza en P. =

En el siguiente apartado presentamos cuatro teoremas que
proporcionan un método finito para encontrar una mediana del
grafo. El1 primero de ellos establece como evaluar la distancia
entre un punto y una arista en términos de las distancias entre
dicho punto y los extremos de la arista. En el teorema 2 se
describe como varia esta distancia al desplazar el punto sobre una
arista en funcién de la separacién con respecto a uno de sus
extremos. En el siguiente teorema se analiza la convexidad de la
funcién objetivo del problema de la mediana continua. E1 Gltimo de
m=stns teoremas establece las condiciones para que la mediana

continua se encuentre en una arista puente.

4. SOLUCION DEL PROBLEMA DE LA MEDIANA

Sea x € P, a = [u,v] € A. Si x € a entonces
2 2
D(x,a) = Q(ﬁ;ﬁl + Qﬁﬁéll_

En otro caso,

2
D(x,a) = (D(x,u)+D(x,v)+££H§X)J-L(uév) B (D(X,U);D(X,V)]_

n
w
(o}
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Demostracidn.
Si x € [u,v] denotemos x = x([u,v];r), siendo O s r S L(u,v).
Sea 0 = x([u,v];s) un punto genérico de la arista a. Entonces,

Ve [uxl: D(x,w) = r-s; Y we [x,v]l: D(x,w) = s-r.

Por tanto la distancia de x a la arista a = [u,v] es:
v
D(x,a) = [ D(x,0) do = [ D(x,0) do =
a u
v
= J)( D(x,0) do + f D(x,w) dv =
u X
r L(u,v)
= I (r-s) ds + f (s-r) ds =
° 4 2 2
= & 2 4 12 _ D(x,u)" D(x,v)
= 2(L(u,v) ri}yv. ¢ 5 = 2 + 2
Si, por el contrario, x ¢ a = [u,v] entonces existe un punto

z € [u,v] (posiblemente z = u o z = v) tal que
D(x,u) + L(u,z) = D(x,z) = L(z,v) + D(v,x).

De donde D(x,z) = %(D(x,u) + D(x,v) + L(u,v)) y entonces

v D(x,v)+L(u§v)—D(x,u) vy Liv,z) = D(x,u)+L(uév)—D(x,v).

Por tanto, a todos los puntos de la subarista [u,z] se accede
Optimamente desde x por el extremo u y a todos los puntos de la
subarista [z,v] se accede 6ptimamente por v. Entonces:

Ve [u,z]: D(x,w) = D(x,u) + L(u,w).
YV oeE fz,v]: Dix,w) = Dix,v) % Llv,w).

v v
Por tanto: D(x,a) = J D(x,w) dw = Il D(x,w) dw + f D(x,w) dw =
u u Z

V4 v
I D(x,u) + L(u,w) dw + I D(x,v) + L(v,w) dw =
u Z

L(u,z)
Jo

"

t(z,v)
(D(x,u) + s) ds + J (D(x,v) + s) ds =
(o}

L(u,z) L(z,v)
L(u,z)D{x,u) + L(z,v)D(x,v) + f s ds + I s ds =

o 0

2 2
L(u,z)D(x,u) + L(v,z)D(x,v) + L(uéz) + L(Véz) =

"
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= 006G V)#L(U,v)-D(x,u) ey ) + ROGUIHL(U,VI-D(X,V) by

2
+ 1(o(x.v)+L(uév)—o(x.u))2+ [o(x.u)ﬂ(uév)—o(x.v)]z:

il
2 2

= % (D(x,u)D(x,v) + D(x,u)L(u,v) - D(x,u)2 +
+ D(x,v)D(x,u) + D(x,v)L(u,v) - D(x,v)zJ +
+ % D(x,v)2 + L(u,v)2 + D(x,u)2 +
+ D(x,v)L(u,v) - D(x,u)D(x,v) - L(u,v)D(x,u) +
+ D(x,u)L(u,v) - D(x,u)D(x,v) - L(u,v)D(x,v)|=

[D(x,u)D(x,v) + D(x,u)L(u,v) + D(x,v)L(u,v)] +

1
2
% % [— D(x,u)z— D(x,v)z + L(u,v)z] -

2
B} {D(x’u) e L(uéVJ)‘L(uéVJ = (DLX.U) = D(x,V))_ -

Teorema 2.

Sea x = x([i,jl;r), a = [u,v] € A. Entonces se da uno de los
casos sigulientes:

2
1. 51 x € a entonces: D(x,a) = L195¥l - r-Lt(u,v) + rz.
2. St D, ) = Llx,1) * Bli.u) ¥ Dlx,v) = L{x.1). ¢ D{(i,v):

= g v) 2
D(x,a) = (D(i.U)+D(i-V)+L£25!l]L U2V - (é e ;D s ]

# pobt(u,v) .
3 Sk DLAxM) Sceibifx,3) v+ DCIvu) oy B(xw) = Llxid)+ DI, v):
< ) 2
px,a) = [0(3.u)+0(5.v) oY) )-1—*—1L S (D—Q*J—u-—l” By )
+ L(u,v)? = ‘FALld, V).
4 Si1 existe un punto z € [u,v] en equilibrio con x:

hix,a) = (L(i,j) + D(i,u) + D(i,v) + L_(géx)_]gﬁ%ﬂ .

s o 4 . 2
(D(‘x”)‘L(lz-,J)‘o("‘Q) - r~(D(i.u)—L(i,j)-D(j,v)) - r?

. S1 x € a entonces, del tecorema 1:
2 2

Bix, %) = DO ®, DOGV® (Lu,v)-r)®, rf,
: ’ 2 2 2 2
2

z
( >
E;Hﬁ:/ - re(LCu,v)-r) = Egﬂﬁﬁl - r-L(u,v) + 2

2.8 Diloe, )y e, i) 45001 ). vy BDlx,w) 3 bixA4) % D, v)

entonces de! teorema 1 tenemos:
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2
D(x,a) = [D(x,u)+0(><,v)+L—L—'———)-uzV ]~L@év) - (D(XIUI;DQJV)] -

L(u,v)
2

B [L(x.i) + D(i,u) + L(x,i) + D(i,v) + L(“é")
B (L(x.i) + D(i,u) - L(x,i) - 0Gi,v)|° .
2

"

L(x,i)LCu,v) + [DCi,u) + DCi,v) + L(”é"))-L(“é"l
2 N 2
~ (ogx,ug—op,vg] _
2

. 3 2
(D(i,u)+D(i,v)+££1§u]'L£!§—!)~ - (MW] + r-L(u,v).

3. Si D(x,u) = L(x,3) + D(j,u) y D(x,v) = L(x,i) + D(i,v):
entonces del teorema 1:

2
6%, &) = (D(x.u)+D(x,v)+L(uév))-L(uév) _ [D(x,u);D(x,v)] B

(Loa3) + DLW + Lo 3) + D(a.v) + Hpd) Lluv)
i} (Lgx.j) + 00Iu) ~ LOGH) - o(j‘g)]z L

LoD + (005,0) + D(3,v) + )] .LLUY)
N (og j,u)-D( j,v!]z:
2

(L(u,v)-r)-L(u,v) + . . g
. ﬁ)(j.u)+o(j,v)+E£25!l)L£95zl . Co(;.uz;ogl,vz] )

[p3.0r+003, vyl (RGL-DG)E, |y, 0)?

- r-L(u,v).

4. Sea z € [u,v] en equilibrio con x. Si z es interior a la arista
[u,v] entonces, por la proposicién 1, D(x,u) = L(x,i) + D(i,u) y
D(x,v) = L(x,j) + D(Jj,v). Entonces, del teorema 1:

2
D(x,a) = [D(x.u)+o(x.v)+L("év))'L(uév) - [D("'“);D("'V)) -

(L) + Gi,w) + LG5 + p(5,v) + Hwd) LU,Y)

¥ [L(x.i) + D(i,u) - L(x,§) - D(§,v)° .
2

[L(i.j) + D(i,u) + D(j,v) + LSEJZ_\!l)L_(gEﬁ
- (Zr F o0 8) - ey 4 D(j,Q]z .
2
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= [L(i,j) + D(i,u) + D(j,v) + L(ié_!)_ L_(yéxl
fﬂi,U) £ L{i. 3) - p(i.v)T°

2 r-[o(i,u) - L(i.3) - o(j,v)) R,

Por otro lado, si z = u entonces D(x,u) = L(x,i) + D(i,u) y
D(x,u) = L(x,3) + D(j,u). Ademds es D(x,v) = L(x,j) + D(j,v) o
D(x,v) = L(x,i) + D(i,v), ya que i y j son los uUnicos vértices
adyacentes a x. Con la adecuada ordenacién de los extremos de la
arista [u,v] es D(x,v) = L(x,3) + D(j,v). Por tanto es valida la
férmula anterior para D(x,a). Andlogamente, si z = v entonces
D(x,v) = L(x,3j) + D(Jj,v) y D(x,v) = L(x,i) + D(i,v), ademas debe
ser D(x,u) = L(x,i) + D(i,u) y por tanto vuelve a ser valida la

férmula anterior para D(x,a).

Por Gltimo, si no se cumplen el caso 2 ni el 3, entonces
se da una de los casos siguientes:

(a) D(x,u) < L(x,j) + D(j,u) y D(x,v) < L(x,i) + D(i,v). Y
entonces, al ser i y j los uUnicos vértices adyacentes a x, es
D(x,u) = L(x,i) + D(i,u) y D(x,v) = L(x,j) + D(j,v); o bien,

(b) D(x,u) < L(x,3) + D(j,u) y D(x,v) < L(x,i) + D(i,v). Y
entonces, por el mismo motivo, es D(x,u) = L(x,i) + D(i,u) ¥y
D(x,v) = L(x,j) + D(J,v).

De donde, por la proposicién 1, existe algin punto z interior a
[u,v] en equilibrio con x. =

Teorema_ 3.
La funcién F(x) = D(x,P) es convexa en los puentes. En las
demas aristas, F(x) es cébncava excepto en los puntos en

equilibrio con algin vértice donde es convexa.

Demostracidén.
Sea [i,j] una arista cualquiera del grafo y un punto genérico
interior a ella x = x([i,jl;r), 0 < r < L(i,j). Sea la funcién:
Fiy(r) = D(x([i,3]1;r),P) para 0 s r s L(i,]).

Para el punto x = x([i,j];r) consideramos los conjuntos de
aristas que estan en cada uno de los casos contemplados en el
teorema 2: la arista [i,j] es la uUnica arista en el caso 1; sea A,

el conjunto de aristas en el caso 2; A- el de las aristas en el
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caso 3 y A. el de las aristas en el caso 4. Entonces:

Fiatr) = K+ r [y geal L) + 0(3.v) - DG, ) +

*+ Liuviea (o) = Iy vjea t@uav) - L(i,j)] + ri(1-la.l).

Siendo K una constante que no varia a menos que lo hagan los
conjuntos A:, A- y A., y donde lA.|l es el cardinal de A..

Si la arista [i,j] es un puente entonces no existe ninguin
punto interior a ella que esté en equilibrio con otro punto, por
tanto los conjuntos A., A- y A. Nno varian a los largo de la arista
siendo A. siempre vacio. Luego si [i,j] es un puente la funcién
Fij(r) es convexa. En otro caso el conjunto A. es no vacio, por
tanto, mientras no se modifiquen los conjuntos A., A: y A. la
funcién es céncava.

Veamos que los conjuntos A., A. ¥ A. s6lo se puedan modificar
en los puntos de la arista que estin en equilibrio con algin
vértice del grafo. Los conjuntos de puntos x = x([i,jl;r) para los
que una arista determinada esté& en cads uno de los tres conjuntos
A., A+ ¥ A. son cerrados. Por tanto, una arista cambia de uno de
estos conjuntos a otro en un punto en que pertenece a ambos.

En efecto, si para x = x([i,j);r), [u,v] € A.m. entonces,
por definicién de estos conjuntos (ver teorema 2).

D(x,u) = L(x,i) + D(i,u), D(x,v) = L(x,i) + D(i,v),

D(x,u) = L(x,j) + D(j,u), D(x,v) = L(x,3) + D(J,v).
Por tanto, x es un punto en equilibrio con el extremos de [u,v]
mis cercano a x, o bien, si los caminos desde la arista [u,v] a x
tiene una parte inicial comin, al vértice w de este camino més
cercano a x en el que se verifique:

D(x,w) = L(x,i) + D(i,w), D(x,w) = L(x,j) + D(Jj,w).

Si para x = x([i,jl;r), ([u,v] € A.mM. entonces la arista
[u,v] contiene un punto z en equilibrio con x, y ademas se
verifica: D(x,u) = L(x,i) # D(i,u) y Dlx,v) ="L(x,/i) + D(i,v).
Por tanto dicho punto sélo puede ser uno de los dos extremos.

Analogamente si [u,v] € A.mM..

Veamos finalmente como se modifica la funcién Fij en los
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puntos en equilibrio con alguin vértice. La pendiente de la funcidn

Fij(.) en r es:

F1Cr) = [Ta.yvgenn( LG D) + BGILV) - DGELu) ) +

+ Z[u'vleA'L(u,v) - Z[u.v]€A-L(u‘v) - L(i,j)] + 2r(1-lAaxl).

Al crecer r y llegar x([i,jl;r) a un punto en equilibrio con
algin vértice, las aristas incidentes en dicho vértice pueden
pasar de A- a A=, de A. a A, y directamente de A- a A,.

Si la arista [u,v] pasa de A- a A., el incremento en r de la
pendiente de la funcién F1(.), debido exclusivamente a ello, es:
Fli(re). = Flj(r-) & LC€i,3) + DGI. M)~ ROisu)i= 2r =il Llw,v)).

Pero si la arista ([u,v] pasa de A. a A, para algin valor de
r, el incremento en r de la pendiente de la funcién F1,(.), debido
exclusivamente a ello, es:

Figlrs) = Figlr-) = L(uyv). - (L(1,3) +:0(I,v) ~ O(Ezu) =<2r)s

No obstante, al pasar [u,v] de A- a A., el punto z de [u,v]
que estd en equilibrio con el punto x = x([i,jl;r) es el vértice
v. Por tanto, L(x,j) + D(j,v) = L(x,i) + D(i,u) + L(u,v); es
decir, L(i,j)-r + D(j,v) = r + D(i,u) + L(u,v). Luego el
incremento de la pendiente de la funcién Fi;(.) en el valor r es:
L(i,j) + o(j,v) - 0o(i,u) - 2r + L(u,v) = 2L(u,v).

Andlogamente, al pasar [u,v] de A. a A,, el punto z € [u,v]
que estd en equilibrio con x = x([i,jl;r) es el extremo u. Por
tanto L(x,j) + D(j,v) + L(u,v) = L(x,i) + D(i,u); es decir,
L(i,j)-r + D(j,v) + L(u,v) = r + D(i,u). Luego el aumento de la
pendiente es: L(u,v) - L(i,j) - D(J,v) + D(i,u) + 2r = 2L(u,v).

Al pasar wuna arista [u,v] de A. a A, directamente el

incremento de la pendiente vuelve a ser evidentemente de 2L(u,v).

Por tanto la pendiente de la funcidén Fij(.) en un punto en
equilibrio con un vértice aumenta en el doble de la suma de las
longitudes de todas las aristas adyacentes a dicho vértice que
pasan de A- a A=, de A= a A, y de A- a A,. [ ]
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Si la arista [i,j] es un puente del grafo G denotamos por
Gi = (Vi,Ai) ¥ Gy = (Vy,Ay) los dos grafos conexos que se producen
al eliminar la arista [i,j] tales que i € Vy y Jj € Vj. Ademas
denotamos por Li y Lj las longitudes totales de tales grafos:
Lx:um):&m}@) y L,=MQ)=&Q}QL

Teorema 4.

La mediana continua c estid en el interior de un puente [i,j]

si y s6lo si ILy - Lyl < L(i,j). En tal caso, [i,j] es el
anico puente que verifica esta condicién y c = x([i,jl;t)
Sttt % 511511 - Li_%_LJ_

emostracidn.

Sea [i,j] € A una arista puente del grafo. Los conjuntos Aa.,

A, ¥ A. de la demostracién del teorema anterior no varian al

desplazar el punto x a lo largo de dicha arista. Ademas, estos

conjuntos son A. = ¥, A+, = Ay y A- = Ajy. Por tanto, la funcién
Fij(r) es de la forma:

Fig(r) = Kig # r(Ls - Ly - L(i.3)) + r2.

Por tanto, alcanza su minimo para t = %(L(i,j) + iy =0 Ladsadio
que da lugar a un punto x([i,j];t) del interior de la arista [i, j]
si 0 < 3(L(i,3) + Ly - L) < L(i,§); es decir ILi - Lyl < L(i,J).

Para cualquier otro puente [u,v]; eligiendo los nombres de
los extremos de ambos puentes de forma que D(v,i) < D(u,i), se
verifica Ay € A1 ¥ Av 2 Ay, siendo ademas [i,j] € Av y [u,v] € A;.
Por tanto Ly £ Ly - L(u,v) y Ly 2 Ly + L(i,j). Entonces, ya que
Ly - Ly - L(i,J) s 0, se tiene

Lu - Ly $Ly - L(u,v) - Ly - L(i,3) s -L(u,v).
Por tanto el puente [u,v] no verifica la condicién propuesta.

Por dltimo, si el puente [i,j] verifica ILy - Lyl < L(i,3),
para cualquier punto de x de G; se tiene:

YVweaRy Yw € [i,j]: D(x,w) = D(i,w) + D(x,i).

Vwe€EGi: D(x,w) 2D(i,w) - D(x,1).
Entonces, ya que, Lj - Ly < L(i,j):

D(x;P) 2D{i,P) #* D(x;i)(Ly + LCi,3)) =xLi) &00i,RP)x

Anilogamente, VY x de Gy sera D(x,P) 2 D(j,P).
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Por tanto el punto ¢ = x([i,j]l;t) es el minimo de D(x,P) en
todo el conjunto P de los puntos del grafo. =

S. CONCLUSIONES

La mediana continua de un grafo se puede encontrar por el
procedimiento siguiente:

1. Calcular las distancias entre todos los pares de vértices.

2. Detectar si existe un puente en las condiciones del
teorema 4, en tal caso la solucién es inmediata.

3. En otro caso, Hallar Q = { x([u,v];t) / [u,v] €A, w €V,
tales que 0 < t = %(D(u,v) + L(u,v) - D(w,u)) < 1(u,v) } .

4. Evaluar la distancia D(x,P) segin el teorema 1 o 2 en los
vértices y puntos de Q hasta obtener el valor minimo.

Teorema S.
El procedimiento anterior encuentra una mediana continua de
G = (V,A) con o(nnz) operaciones, siendo IVl = ny lal = m.

Remostracidn.

Para calcular 1las distancias entre todos los pares de
vértices se puede utilizar el algoritmo de Dijkstra que utilizando
estructuras dindmicas de datos tiene complejidad O(nm Log n) (ver,
por ejemplo, Tarjan (20)). Los puentes de un grafo conexo se
pueden determinar por un procedimiento de bisqueda en profundidad
(DFS) de complejidad lineal, O(m) (Ver, por ejemplo, el algoritmo
de separabilidad en Even (18) o en Sedgewick (21)). Para
determinar si un puente estd en las condiciones del teorema 4
significa 0O(m) operaciones. Por tanto averiguar si la mediana
continua del grafo est& en un puente y en caso afirmativo
determinarla lleva 0(-2) operaciones.

El conjunto Q contiene a todos los puntos interiores a las
aristas en equilibrio con algin vértice. Por tanto, si la mediana
continua no estid en un puente, esta en un punto de QW. Evaluar el
valor de la funcién D(x,P) en un punto cualquiera precisa de 0O(m)
operaciones. Determinar el conjunto Q lleva 0O(mn) operaciones y su

cardinal es también O(mn). Por tanto, evaluar la funcién D(x,P) en
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los puntos de Q y en los vértices significa O(nmz) operaciones.

Por tanto este rudimentario procedimiento para resolver el

problema de la mediana continua de un grafo es O(mzn). Bl

Con esto, el problema de la mediana continua de un grafo esté&
resuelto en el sentido de que admite un algoritmo polinomial para
encontrar su solucién. Evidentemente el procedimiento descrito se
puede mejorar realizando una seleccidén de las aristas en las que
es necesario determinar puntos en equilibrio con algin vértice. EL
establecimiento de soluciones heuristicas y acotaciones de la
mejor localizacién en cada arista significard una clara mejora en
la eficiencia de estos procedimientos. Actualmente se estan
realizando investigaciones en este sentido, asi como la extensién

de estos resultados y procedimientos a situaciones mis generales.
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