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ABSTRACT 

The median problem consists of finding the location of a 
facility point that minimizes the average or global distance to a 
demand point. A network point is a vertex or a point on an edge, 
and the distance between points provides the natural measure on 
the network point set. Then the distance between a point and the 
whole network point set is the integral of the distance between 
this point and al 1 network points. The continuous median of the 
network is the point that minimizes the distance to the network 
point set. It is also the facility point that minimizes the 
expected distance to a random demand point with uniform 
probability distribution on the network point set. The continuous 
median problem, that consists of finding a continuous median of 
the network, is solved by a very simple polynomial algorithm. 
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1. INTRODUCCION. 

La Teoria de la Localizaci6n estudia c6mo establecer la 

situaci6n optima para colocar determinados servicios. Se han 

anal izado gr an cantidad de cri terios de optimalidad y 

restricciones atendiendo a distintas modelizaciones de las 

circunstancias reales de esta problematica. Los modelos mas 

sencillos y mas profundamente estudiados tratan del 

establecimiento de un numero m de puntos de servicio fijado a 

priori . Generalmente se admite que toda demanda es atendida desde 

el punto de servi c io mas cercano y los objetivos hacen refe r encia 

dl tiempo o caste necesario para atender las posibles demandas. 

los criterios mas impor ta ntes tratan de minimizar el tiempo medio 

o el tiempo maximo emp leado para atender una demanda del servicio . 

Los modelos se desa rrollan principal mente en espacios de dos 

tipos : continues (una region del plano o del e s pacio) o discretos 

(un co njunto fin ito de puntos o un grafo o red de cornunicaciones). 
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La investigaci6n en la Teoria de la Localizaci6n en espacios 

continuos ha centrado su esfuerzo en la utilizaci6n de diferentes 

normas o conceptos similares menos estrictos y el desarrollo de 

procedimientos de soluci6n i terativos. En los modelos discretos 

los esfuerzos se han encami nado hacia la apl icaci6n de 

procedimientos finitos cada vez de menor complejidad algoritmica 

para resolver los diferentes problemas planteados. Existe una gran 

cantidad de material editado sabre Teoria de la Localizaci6n (ver 

(1)). Recientemente estan apareciendo textos exclusivamente sobre 

este campo tanto con modelos continues ((2), (3)) coma con modelos 

discretos, especificamente grafos ((4), (5)). 

Un grafo no dirigido, con su correspondiente funci6n de 

longitud positiva, constituye un modelo apropiado para la mayoria 

de los problemas de local izaci6n en los que subyace una red de 

comunicaciones. Los desarrollos actuales sabre localizaci6n en un 

grafo tienen su origen en el articulo de Hakimi (6). Los problemas 

principales consisten en establecer de m puntos de servicio de 

manera que, bien la distancia maxima, o bien la distancia media a 

los puntos de demanda sea minima. Estos problemas han recibido 

respectivamente los nombres de problema del m-Centro y problema de 

la m-Mediana. Cuando el numero m de puntos de servicio a 

establecer es 1, se habla simplemente de centro o mediana. 

En principio, estos problemas fueron planteados sabre un 

grafo admitiendo los vertices como los unicos puntos donde 

radicaba la demanda y donde se podian establecer los puntos de 

servicio. Posteriormente se generaliz6 su formulaci6n, permitiendo 

el establecimiento del servicio en puntos intermedios de las 

aristas; los correspondientes problemas recibieron entonces el 

calificativo de absolutos. Finalmente se extendi6 la demanda a 

todos los puntos del grafo, recibiendo entonces los nombre de 

problema del m-centro continua y de la m-mediana continua. 

Los problemas del centro y de la mediana absolutos de un 

grafo fueron planteados primeramente en Hakimi (7), quien aport6 

metodos finitos de soluci6n. El problema de la m- mediana absoluta 

quedaba tambien resuel to por un procedimiento fin i to, pero la 

soluci6n finita para el problema del m- centro fue aportada 
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posteriormente por Minieka (8). Sin embargo, segun probaron Kariv 

y Hakimi (9), ambos son problemas NP-completos. Los problemas del 

centro y la mediana absolutos admiten algoritmos polinomiales para 

su resoluci6n, luego estan, en este sentido, resueltos; ademas el 

mayor esfuerzo computacional de tales algoritmos se emplea en el 

calculo de las distancias. Las investigaciones estan, en casi 

todos los casos, principalmente enfocadas a la mejora de la 

eficiencia practica de los procedimientos aplicados y en su 

extension a situaciones cada vez mas generales. 

El factor principal que permite la resoluci6n de los 

problemas de m- mediana radica en la optimalidad de los vertices 

como posibles puntos de servicio, ya establecida por Hakimi (7). 

La principal herramienta para la resoluci6n eficiente de los 

problemas de m-centro es el concepto de centro local que fue 

introducido por Minieka (8), extendido por Handler (10) y 

corregido por el autor (11). 

La evoluci6n de los problemas de m-centros y m-medianas 

absolutos a los correspondiente problemas continuos no ha sido 

paralelo. Una cuesti6n previa importante que los diferencia · 

consiste en la transformaci6n de su formulaci6n. El problema del 

m-centro absolute estaba planteado con el objetivo de minimizar la 

distancia de los m puntos de servicio al vertice mas lejano; en el 

problema del m-centro continua la funci6n a minimizar es la 

distancia de los m puntos de servicio al punto del grafo mas 

lejano. Analogamente, el objetivo en el problema de la m-mediana 

absoluta es minimizar la suma de las distancias de los puntos de 

servicio a los vertices; sin embargo, al pasar al problema 

continua la suma no se puede extender a todos los puntos del 

grafo. 

Hansen y Labbe (12) formulan y resuelven el problema de 

m-mediana continua estableciendo como funci6n objetivo la suma de 

las distancias desde los puntos de servicio al punto mas lejano de 

cada arista. En e s te articulo se plantea y resuelve el problema de 

la mediana tomando como funci6n objetivo la integral sobre todo el 

grafo de la distancia desde el punto de servicio a un punto 

generico sobre el grafo. La principal dificul tad radica en la 

imposibilidad de extender, como se ha realizado con exito en otras 
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general izaciones del problema, el principio segun el cual era 

suficiente considerar los vertices coma posibles loca lizaciones de 

los puntos de servicio. Este hecho ya habia sido apuntado por 

Minieka (13) al introducir el problema de la mediana continua y es 

confirmado par Hansen y Labbe (12) cuyo principal resultado es la 

optimalidad de los vertices y puntos medics de las aristas coma 

posibles puntos de servicio. 

Los p r ocedimientos aplicados en el problema del m-centro 

absolute si han podido ser extendidos al del m-centro c ontinua. 

Frank (14) resuelve el problema del centre continua de un grafo y 

Handler y Rozman ( 15) el del m-centro continua. Tansel y otros 

(16) ofrecen una panoramica de estos problemas. 

2.CONCEPTOS PREVIOS 

Sea G = (V,A) un qrafo no dirigido compuesto por un c onjunto 

V de n vertices y un conjunto A de m aristas: IVI = n y IAI = m. 

Los n vertices son puntos distintos y cada arista [i, j] E A es un 

conjunto continue y lineal de puntos que une los vert ices i y j, 

ambos inclusive. El conjunto P de los puntos del grafo esta 

constituido por todos e s tos puntos. 

Sea, V [i,j] EA, la longitud positiva de la ar ista (i,j] 

dada por L(i,j). Dos puntos son adyacentes si e stan en la misma 

arista . Dados dos puntos adyacentes x e y, la subarista [x,y] es 

el parte de la arista que los une. Cada punto x de una arista 

[i,j] se determina po r la longitud t = L(i,x) de la subarista 

(i,x] y se denota pa r x = x([i,j];t). 

El c a li f icativo no Qj_riq ido implica l a inexiste nc ia de 

sentido en l as aristas del g raf o; [i,j] = (j,i] . Los extremes de 

la arista [ i,j] ~on los vert i ces i y j; el resto de s us pun t os son 

i nteriores a la arista . Dos aristas no pueden tener ningun pu nto 

comun que sea inte rior. Se dice qu e la ari s t a [i,j] es incj._dente 

en los ve rtic es j y j. 

y j es u na secuenc i a de 

aristas t al a 11e cad.::i Ui)a Uene ur1 ext rema c omlin con Ja sigui e n te y 

el otro cun L3 anteric•r siendo la primer<'\ arista incjdente '? n i y 
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la ultima incidente en j. La longitud de un camino es la suma de 

las longitudes de las aristas que lo componen. El vertice i es 

accesible desde el vertice j si existe algun camino entre i y j. 

La distancia D(i,j) entre dos vertices accesibles i y j es la 

minima longitud de los caminos entre i y j. Un camino entre i y j 

es 6ptimo si su longitud es D(i,j) (vease por ejemplo, Gondran y 

Minoux (17)). Para cualquier vertice i, se entiende que el camino 

vacio es un camino de longitud nula entre el vertice i y si mismo. 

Los conceptos de camino, distancia y camino 6ptimo se 

extienden a cualesquiera dos puntos del grafo por media la 

operaci6n de inserci6n. La inserci6n de un punto x del grafo G 

produce el grafo G.x que se obtiene de G de la forma siguiente: si 

x es un vertice entonces G.x = G, pero si x es interior a la 

arista [i,j] el grafo G.x tiene a x coma nuevo vertice 

sustituyendose la arista [i,j] por las subaristas [i. x] y [x,j] 

con sus correspondientes longitudes. Los caminos, distancias y 

caminos 6ptimos entre dos puntos x e y del grafo G se def inen come 

los correspondientes en el grafo (G.y).x resultante de su 

inserci6n. Sin embargo, la extension de estos conceptos s6lo 

precisa de la modificaci6n del grafo para establecer su definici6n 

y propiedades formales, pueden ser desarrollados y aplicados sin 

necesidad de alterar el grafo original. 

Un grafo es conexo si todo vertice es accesible desde 

cualquier otro. Un puente de un grafo conexo es una arista tal que 

si se elimina del grafo este deja de ser conexo. La eliminaci6n 

del puente [i,j] da lugar a dos grafos conexos denotados por G1 y 

GJ. El grafo G1 esta constituido por los vertices accesibles desde 

i y las aristas que los unen. Analogamente GJ esta constituido por 

los vertices accesibles desde j y las correspondientes aristas. 

Los conceptos anteriores forman parte de la Teoria de Grafos. 

A continuaci6n introducimos un concepto usado exclusivamente para 

la resoluci6n del problema de la mediana continua. Consideramos un 

grafo conexo G = (V,A) con longitudes tales que cualquier arista 

es un camino 6ptimo entre sus vertices; es decir, V [i,j] E A: 

L(i,j) = D(i,j). Esta ultimo no supone restricci6n importante pues 

en case contrario bastaria con la inserci6n de puntos interiores a 

las aristas que no verificaran esta condici6n. 
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Definici6n 1. 

Los puntos x.z e: P estan en equilibria si existen vertices 

i,j e: A(x] y u,v e: A(z] tales que 

D(x,z) = L(x,i) + D(i,u) + L(u,z). 

D(x,z) = L(x,j) + D(j,v) + L(v,z). 

D(x,z) < L(x,i) + D(i,v) + L(v,z). 

D(x,z) < L(x,j) + D(j,u) + L(u,z). 

Siendo A(x] el conjunto de los vertices adyacentes a x. 

Proposici6n 1. 

Sea x e: P y (u,v] e: A, existe un punto z interior a (u,v] en 

equilibria con x si y s6lo si existen dos vertices i y j 

adyacentes a x tales que: 

D(x,u) = L(x,i) + D(i,u), D(x,v) = L(x,j) + D(j,v), 

D(x,u) < L(x,j) + D(j,u), D(x.v) < L(x,i) + D(i,v). 

En tal caso el punto z es unico y z = x((u,v];t), siendo 
t = D(x.z) _ D(x,u) = D(x,v) + L(u,v) - D(x,u) 

2 

Demostraci6n. 

Sea z interior a (u, v] en equilibria con x. Para cualquier 

arista (u,v] se verifica ID(x,u) - D(x,v)I s L(u,v). Veamos que no 

se puede dar la igualdad. 

Si D(x,u) = O(x,v) + L(u,v) entances D(x,z) < D(x,u) + L(u,z) 

por tanto, Vi E A(x] se cumple D(x.z) < L(x,i) + D(i,u) + L(u,z). 

Analogamente si D(x,v) = D(x,u) + L(u,v), entonces V i e: A[x] se 

cumple D(x,z) < L(x,i) + D(i,v) + L(v,z). Luego en ambos casos los 

puntos x y z no pt.Jedan estar en equilibria. 

Si z esta en eQuilibrio con x, existen i,j E A[x] tales que: 

(1) D(x,z) = L(x,i) + D(i,u) + L(u,z). 

(2) D(x.z) = L(x,j) + D(j,v) + L(v,z). 

(3) D(x,z) < L(x,i) + D(i,v) + L(v,z). 

(4) D(x,z) < L(x,j) + D(j,u) + L(u,z). 

Entonces de (1) se deduce que D(x,u) = L(x,i) + D(i,u) y de 

(2) que D(x,v) = L(x,j) + D(j,v). Ademas, de (1) y (4) resulta 

L(x,i) + D(i,u) < L(x,j) + D(j,u), y analogamente de (2) y (3) es 

L(x,j) + D(j,v) < L(x,i) + D(i,v). Lue go D(x,u) < L(x,j) + D(j,u) 
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y D(x.v) < L(x,i) + D(i,v). 

Por ultimo, L(u,v) = L(u,z) + L(z,v), y de (1) y (2) es: 

D(x.u) + L(u,z) = D(x,z) = D(x,v) + L(v,z). 
De donde L(u.z) = D(x,v) + L(u2v) - D(x,u), que corresponde a un 

punto interior a [u,v) ya que ID(x,u) - D(x,v)I < L(u,v). 

Recfprocamente, supongamos que se cumplen 

(1) D(x,u) = L(x,i) + D(i,u), 

(3) D(x,u) < L(x,j) + D(j,u), 

(2) D(x,v) = L(x,j) + D(j,v), 

(4) D(x,v) < L(x,i) + D(i,v). 

Sea z = x([u,v);t), siendo t = D(x,v) + L(u2v) - D(x,u)_ De 

(2) y (3) es D(x,u) - D(x,v) < D(j,u) - D(j,v) ~ L(u,v), y de (1) 

y ( 4 ) D ( x , v) - D ( x , u ) < D ( i , v ) - D ( i , u ) ~ L ( u , v ) . Po r tan to 

IO(x,u) - D(x,v) I < L(u,v), de donde () < t < L(u,v). Luego z es 

interior a (u,v). 

Ademas D(x,u) + t = D(x,v) + L(u,v) - t, que coincide con 

D(x,z). Por tanto, sumando t = L(u,z) en (1) y en (3) tenemos 

O(x,z) = L(x,i) + D(i,u) + L(u,z) < L(x,i) + D(i,v) + L(v,z). Del 

mismo modo, sumando L(v,z) = L(u,v) - t en (2) y en (4) tenemos 

D(x,z) = L(x,j) + D(j,v) + L(v,z) < L(x,j) + D(j,u) + L(u,z). 

Luego los puntos x y z estan en equlibrio. • 

Corolario. 

Si existe un punto interior a [u,v] en equilibria con el 

punto x entonces ID(x,u) - D(x,v)I < L(u,v). 

Cuando consideremos a la vez a dos aristas [i, j] y [u, v] 

supondremos que el orden de los extremos esta establecido de forma 

que D(i,u) + D(j,v) ~ D(i,v) + D(j,u). Asi, por ejemplo, si dos 

puntos x y z interiores respectivamente a (i,j) y [u,v) estan en 

equilibria entonces: 

D(x,z) = L(x,i) + D(i,u) + L(u,z). 

D(x,z) = L(x,j) + O(j,v) + L(v,z). 

D(x,z) < L(x,i) + D(i,v) + L(v,z). 

D(x,z) < L(x,j) + D(j,u) + L(u,z). 
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3.EL PROBLEMA DE LA MEDIANA CONTINUA PE U~ GRAFO. 

Los problemas mas tipicos de localizaci6n de un punto de 

servicio son los problemas de centros y los problemas de medianas. 

Un centro es un punto minimiza la distancia al punto de demanda 

mas lejano mientras que una mediana es un punto que minimiza la 

distancia media o global a los puntos de demanda. El articulo de 

Hansen y otros (19) ofrece una panoramica de los problemas de 

localizaci6n de un punto de servicio sabre un grafo. 

En un grafo no di rigido se pueden formular tres conceptos 

estandares de Centro: el Centro del grafo es el vertice que 

minimiza la maxima distancia a otro vertice, el centro absoluto 

del grafo es el punto del grafo que minimiza la maxima distancia a 

un vertice, y el centro continua del grafo es el punto que 

minimiza la maxima distancia a un punto del grafo. El problema del 

centro continua se suele formalizar definiendo la distancia entre 

un punto y una arista coma la maxima distancia entre dicho punto y 

un punto generico de la arista; entonces el centro continua es el 

punto que minimiza la maxima distancia a una arista. 

Paralelamente, se pueden formular tres conceptos estandares 

de mediana: la mediana del grafo es el vertice que minimiza la 

media o suma de las distancias a los demas vertices, la mediana 

absoluta del grafo es el punto del grafo que minimiza la media o 

suma de las distancias a los vertices, y la mediana continua seria 

el punto que minimiza la distancia media o global a todos los 

puntos del grafo. Hansen y Labbe (12) definen la mediana continua 

como la que minimiza la suma de las distancia a las aristas del 

grafo utilizando el mismo concepto de la distancia entre un punto 

y una arista que para el centro continua. Sin embargo, aqui 

definimos la distancia entre un punto y una arista como la 

distancia media o global entre dicho punto y los puntos de la 

arista establecida por media de una integral. 

Sea G = (V. A) un grafo conexo no di rigido con funci6n de 

longitud positiva L( .•. ). En cada arista podemos considerar la 

medida de Lebesgue para globalizar, mediante una integral. 

cualquier funci6n definida sabre sus puntos. Si f(x) es una 

funci6n def i ni da para x E [i. j]; entonces la integral de f (x) 
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en la arista [i.j] es: 
L(i,j) J f(x) dx = J f(x([i,j];s) ds. 

[i.j] 0 
siendo esta Gltima una integral de Riemann. Puesto que la 

distancia entre dos puntos es una funci6n continua y acotada 

adoptamos la siguiente definici6n de distancia entre un punto y 

una arista del grafo. 

Definici6n 2. 

Sean x E Py a = [i,j] EA. La distancia entre x y a es 

D(x.a) = Ja D(x,w) dw = JJ.· 
D(x.w) dw. 

l 

La integral de Lebesgue extendida a todos los puntos del 

grafo es la suma de las integrales sabre cada una de las aristas. 

Entonces la distancia de un punta a tada el conjunta de puntos del 

grafo es la integral, sobre el canjunto de los puntos del grafa, 

de la distancia a dicho punto. 

Oefinici6n 3. 

Sea x E P, la distancia entre x y el conjunto P de los puntas 

del grafo es: 

D(x,P) = J D(x,w) dw = LaEA D(x.a) 
p . 

= LaEA J D(x.w) dw . 
a 

La mediana continua del grafo es el punto del grafo que 

minimiza la distancia global al conjunta de los puntos del grafo. 

Definici6n 4. 

Una mediana continua del grafo G = (V.A) con longitupes 

L(.,.) es un punta c E P tal que: O(c,P) = MinxEP D(x.P). 

Esta farmalizaci6n del problema es equivalente a la que 

establece coma criteria el de minimizar la distancia a un punto de 

demanda aleatorio que se distribuye uni formemente sabre todo el 

grafo. La distancia media entre un punto de s ervi cio x y el punto 

de demanda aleatorio w con distribuci6n unifo rme es. 

E[D(x,w)] = L~P) J D(x,w) dw . 
p 

siendo L(G) la longitud total del g ra fo: 

L ( P) = J dw = l[i. j] EA J dw = L[i. j] EA L ( i , j) . 
P a 
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La unica di ferencia con la formulaci6n anterior es ta en un 

factor mul tiplicat ivo constante L~P) de la funci6n objetivo que 

evidentemente se puede obviar. 

Proposici6n 2. 

El problema de la mediana continua tiene soluci6n. 

Demostraci6n. 

La distancia 0(.,.) definida en el conjunto Pde los puntos 

del grafo es una metrica. Puesto que cada arista [i,j] es 

topol6gicamente isomorfa a un intervalo real cerrado, el par (P,D) 

constituye un espacio metrico compacto. 

ara cualquier punto w del grafo, la distancia entre un punto 

x E P y w es una funci6n continua en x. Por tanto tambien son 

continuas la distancia a cualquier arista y la distancia a todo el 

grafo F(x) = D(x,P). Luego es un problema de mini mo de una funci6n 

continua F(x) en un espacio compacto (P,D) que se alcanza en P. • 

En el siguiente apartado presentamos cuatro teoremas que 

proporcionan un metodo finito para encontrar una mediana del 

grafo. El primero de ellos establece como evaluar la distancia 

entre un punto y una arista en terminos de las distancias entre 

dicho punto y los extremos de la arista. En el teorema 2 se 

describe como varia esta distancia al desplazar el punto sobre una 

arista en funci6n de la separaci6n con respecto a uno de sus 

extremos. En el siguiente teorema se analiza la convexidad de la 

funci6n objetivo del problema de la ~ediana continua. El ultimo de 

~~t s teoremas establece las condiciones para que la mediana 

con tinua se encuantre en una arista puente. 

4. SOLUCION DEL PROBLEMA DE LA MEDIANA 

Teorema 1. 

Sea x E P, a = [u,v] EA. Si x Ea entonces 
2 2 

D( ) = Q.~ + ~ x,a 2 2 . 
En otro caso, 

D(x.a) = (o(x,u)+D(x,v)+L(u2v)) .LCu:Zv) _ (D(x.u);D(x,v)) ~ 
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Demostraci6n. 

Six E [u,v] denotemos x = x([u,v];r), siendo O ~ r ~ L(u,v). 

Sea w = x([u,v];s) un punto generico de la arista a. Entonces, 

V w E [u,x]: D(x,w) = r-s; V w E [x,v]: D(x,w) = s-r. 

Por tanto la distancia de x a la arista a = [u,v] es: 

D(x,a) = I D(x,w) dW = r D(x,w) dW = 
a u 

= r D(x,w) dw + r D(x,w) dw = 
u x 

( t(u,v) 
= ( r - s) ds + (s-r) ds = 

0 r 
~2 2 

1 2 1 2 ~+ = 2( L ( u , v ) - r ) + 2r = 2 2 

Si, por el contrario, x ~a = [u,v] entonces existe un punto 

z E (u,v] (posiblemente z = u o z = v) tal que 

D(x,u) + L(u,z) = D(x,z) = L(z,v) + D(v,x). 

1 
De donde D(x,z) = 2(D(x,u) + D(x,v) + L(u,v)) y entonces 

L(u,z) = D(x,v)+L(u2v)-D(x,u) Y L(v,z) = D(x,u)+L(u2v)-D(x,v) 

Por tanto, a todos los puntos de la subarista [u,z] se accede 

6ptimamente desde x por el extrema u y a todos los puntos de la 

subarista (z,v] se accede 6ptimamente por v. Entonces: 

V w E [u,z]: D(x,w) = D(x,u) + L(u,w). 

V w E [z,v]: D(x,w) = D(x,v) + L(v,w). 

Por tanto: D(x,a) =( D(x,w) dw = r 
u 

D(x,w) dw + I
v 

D(x,w) dw = 
z u 

z v 
= J D(x ,u) + L(u,w) dw + J D(x,v) + L(v,w) dw = 

u z 

L(u,z) L(z,v) 
= J (D(x,u) + s) ds + J (D(x,v) + s) ds = 

0 0 

J

L(u,z) JL(z,v) 
L(u,z)D(x,u) + L(z,v)D(x,v) + s ds + s ds = 

0 0 

= L'u z'
2 

+ L(v,z)
2 

L(u,z)D(x,u) + L(v,z)D(x,v) + ~ - 2 - = 
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~.v)+L(u,v) - D(x,u). 0 ( ) + D(x,u)+L(u,v) - D(x,v). 0 ( ) 
2 x,u 2 x,v 

+ HD(x,v)+L(u
2

v)-D(x,u)) \ HD(x,u)+L(u
2
v)-D(x,v)) 

2
= 

= 1 
(o(x,u)D(x,v) + D(x,u)L(u,v) - D(x,u)

2 
+ 

2 

+ D(x,v)D(x,u) + D(x,v)L(u,v) - D(x,v)
2

) + 
1 ( 2 2 2 + 4 D(x,v) + L(u,v) + D(x,u) + 

+ D(x,v)L(u,v) - D(x,u)D(x,v) - L(u,v)D(x,u) + 

+ D(x,u)L(u,v) - D(x,u)D(x,v) - L(u,v)D(x,v))= 

= ~ (o(x,u)D(x,v) + D(x,u)L(u,v) + D(x,v)L(u,v)) + 

+ ~ (- D(x,u)
2

- D(x,v)
2 

+ L(u,v)
2

} = 

(o(x,u) -f D(x,v) + L(u2v))·L(uf) _ (D(x,u); D(x,v))~ • 

I.~Qr_~a 2. 

Sea x = x([i,j];r), a = [u,v] EA. Entonces se da uno de los 

c asos siguientes: 
2 

1 . Si x Ea entonces: D(x a) = L(u2v) - r ·L(u,v) + r 2. 

2 . ~ i Dfx,u) = L(x,i) + D(i,u) y D(x,v) = L(x,i) + D(i,v): 

D ( x , a ) = ( D ( i , u ) + D ( i , v) + L ( u 2 v)) L ( u 2 v) _ (D ( i , u ) ; D ( i , v)) 2 

+ r·L(u,v). 

3 . Si D(x,u) = L(x,j) + D(j,u) y D(x,v) = L(x,j) + O(j,v): 

D(x,a) = (o(j,u)+o(j.v)+~<u2v))L(u2v) - (D(j,u);D(j,v)J2 

+ L(u,v ) - r ·L(u,v). 

4 Si existe un punto z E [u,v) en equilibria con x : 

r r ) = (L(" ") + o( · ) + D( " ) + L(u,v))L(u,v) _ J . x ,a l,J i,u 1,v 2 2 

- (D (i,u)-L(i2j)-O(i,v)r- r·(o(i,u)-L(i,j)-D(j,v)) - r~ 

D~~ostr ac i 6n. 

t~ Six ea entonces, del teorema 1: 
2 2 2 2 

D( x,a) D(x,u) + D(x, v ) = ( L(u,v)-r) + r = 
2 2 2 2 

r·(L(u,v)-r) r ·L(u , v) + r
2 

~~ s ; Q(x ,u ) = L(x , i) + D(i,u) y D(x ,v ) = L(x , i) + D(i ,v) 

enton :es de! teorema 1 tenemos: 
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D ( x • a ) = (o ( x ' u ) +D ( x ' v ) + L ( u 2 v ) ) . L ( u 2 v ) - (D ( x ' u ) ; D ( x ' v ) ) 2 = 

(L(x,i) + D(i,u) + L(x,i) + D(i,v) + L(u2v)) .L(u2v) 

(L<x.i) + o(i,u) ; LCx,i) - o(i,v)f = 

= L ( x , i ) L ( u , v ) + (o ( i , u ) + D ( i , v ) + L ( u 2 v ) ) · L ( u 2 v ) 

_ (D(i,u);D(i,v)f = 

= (o ( i 'u) +D ( i 'v) + L ( u 2 v)) L ( u 2 v) - (D ( i , u); D (i • v)) \ r . L ( u, v) . 

~Si D(x,u) = l(x,j) + D(j,u) y D(x,v) = l(x,i) + D(i,v): 

entonces del teorema 1: 

D(x,a) = (o(x,u)+D(x,v)+L(u2v)) _l(u2v) - (D(x,u);D(x,v)) 2= 

= (L(x,j) + D(j,u) + L(x,j) + D(j,v) + L(u2v>J.L(u2v) 

_ (l(x.j) + ocj.u) ; L(x,j) - ocj.v>J2 = 

= L(x,j)L(u,v) + (o(j,u) + D(j,v) + L(u2v)).L(u2v) 

_ (o<j.u>;o<j.v>f = 

= (L(u,v)-r)·L(u,v) + 
+ (o(j,u)+o(j,v)+L(u2v))L<u2v) _ (o(j,u);o<j.v)J2. 

= (o(j,u)+D(j,v)+L(u2v))L(u2v) _ (D(j,u);D(j,v)) \ L(u,v)2 

- r·L(u,v). 

~ Sea z € [u,v] en equilibrio con x. Si z es interior a la arista 

[u,v] entonces, por la proposici6n l, D(x,u) = L(x,i) + D(i,u) y 

D(x,v) = L(x,j) + D(j,v). Entonces, del teorema 1: 

D ( x ' a) = (o ( x ' u ) +o ( x ' v ) + L ( u 2 v ) ) . LC u 2 v) - (o ( x , u ) ; o ( x , v ) ) z = 

= (L(x,i) + D(i,u) + L(x,j) + D(j,v) + L(u2v)) .L(u2v) 

(L<x.i) + oci.u) ; L(x,j) - o(j,v>f = 

= (L(i,j) + D(i,u) + D(j,v) + L(u2v)).L(u2v) 

(2r + oci.u) ; L(i,j) - o(j,v)f = 

239 

©
 D

el
 d

oc
um

en
to

, d
e 

lo
s a

ut
or

es
. D

ig
ita

liz
ac

ió
n 

re
al

iz
ad

a 
po

r U
LP

G
C

. B
ib

lio
te

ca
 U

ni
ve

rs
ita

ria
, 2

01
7



= (L(i,j) + D(i,u) + D(j,v) + L(u2v)l _L(u2v) 

f(i,u) ; L(i,j) - D(j,v) 
2 

- r·(o(i,u) - L(i,j) - D(j,v)) - r
2

• 

Por otro lado, si z = u entonces D(x,u) = L(x,i) + D(i,u) y 

D(x,u) = L(x,j) + D(j,u). Ademas es D(x,v) = L(x,j) + D(j,v) o 

D(x,v) = L(x,i) + D(i,v), ya que i y j son los unicos vertices 

adyacentes a x. Con la adecuada ordenaci6n de los extremos de la 

arista (u,v] es D(x,v) = L(x,j) + D(j,v). Por tanto es valida la 

f6rmula anterior para D(x. a). Analogamente. si z = v entonces 

D(x,v) = L(x,j) + D(j,v) y D(x.v) = L(x,i) + D(i,v), ademas debe 

ser D(x,u) = L(x,i) + D(i,u) y por tanto vuelve a ser valida la 

formula anterior para D(x,a). 

Por ultimo, si no se cumplen el caso 2 ni el 3, entonces 

se da una de los casos siguientes: 

(a) D(x,u) < L(x,j) + O(j,u) y D(x.v) < L(x,i) + D(i,v). Y 

entonces, al ser i y j los unicos vertices adyacentes a x. es 

D(x,u) = L(x,i) + D(i,u) y D(x.v) = L(x,j) + D(j,v); o bien, 

(b) D(x,u) < L(x,j) + D(j,u) y D(x,v) < L(x,i) + D(i,v). Y 

entonces, por el mismo motivo, es D(x,u) = L(x,i) + D(i,u) y 

D(x,v) = L(x,j) + D(j,v). 

De donde, por la proposici6n 1, existe algun punto z interior a 

(u,v] en equilibria con x. • 

Teorema 3. 

La funci6n F(x) = D(x,P) es convexa en los puentes. En las 

demas aristas, F(x) es c6ncava excepto en los puntos en 

equilibria con algun vertice donde es convexa . 

. Demostraci6n. 

Sea [i,j] una arista cualquiera del grafo y un punto generico 

interior a ella x = x([i,j];r), 0 < r < L(i,j). Sea la funci6n: 

F1J(r) = D(x([i,j];r),P) para O s r s L(i,j). 

Para el punto x = x( [i. j]; r) consideramos los conjuntos de 

aristas que estan en cada uno de los casos contemplados en el 

teorema 2: la arista [i,j] es la unica arista en el caso 1; sea A+ 

el conjunto de aristas en el caso 2; A- el de las aristas en el 
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cas o 3 y A. el de las aristas en el caso 4. Entonces: 

F 1 J ( r ) = K + r · [Er u • v 1 EA { L ( i • j ) + o ( j , v ) - o ( i , u ) ) + 

+ Er JcA L(u,v) - Er ]CA L(u,v) - L(i,j )J + r
2
(1 - IA . I). u,v '-M+ u,v "'"-

Siendo K una constante que no varia a menos que l o hagan los 

conjuntos A+, A- y A., y donde IA.I e s el c ardinal de A • . 

Si la arista (i. j] es un puente ento nc e s no existe ningu n 

punto inte rior a ella que este en equ ilib r ia con o t ro punto, po r 

tanto los conjuntos A+, A- y A. no varian a los largo de la arista 

siendo A. siempre vac io. Luego si (i, j] e s un puent e la funci6n 

FtJ(r) es convexa. En otro caso el conjunto A. es no vacio, por 

tanto, mientras no se modifiquen los conjuntos A., A+ y A- la 

funci6n e s c6ncava. 

Veamos qu l os c on juntos A., A+ y A- s 6 lo s e pueden modificar 

en los pu ntos d l a a rista e Un n e qu il i rio con algu n 

v rtic de l grafo . Los conjuntos puntos x = x((i,j];r ) para los 

que una arista deter inada estA en c d£I u no d lo~ r r conjuntos 

A., A+ y A- s o n c errados. Por t anto, un rista ea ~.,ia d uno d 

estos conjuntos a otro en un punto en que pertenece a a m os . 

En efecto, si pa ra x = x([i,j];r), (u,v] E A+ - entonces , 

por definici6n de estos conjuntos (ver teoreaa 2). 

D(x.u) = L(x.i) + D(i,u), O(x.v) = L(x,i) + D(i,v), 

O(x,u) = L(x,j) + O(j,u), O(x,v) = L(x,j) + D(j,v). 

Por tanto, >< es un punto en equilibria con el extr s de (u, v] 

•As cer~no a x, o bien, si los ca11inos desde la arista (u,v] a x 

tiene una parte inicial COllUn, al v6rtice w de este ca•ino -~~ 

cercano a x en el que se verifique: 

D(x,w) = L(x,i} + D(i,w), D(x,w) = L(x,j) + D(j,w). 

Si para x = x((i,j];r). (u,v] E A+M• entonces la arista 

(u, v] contiene un punto z en equi l ibrio con x, y ademas se 

verifica: O(x,u) = L(x.i) + D(i,u) y D(x,v) = L(x,i) + D(i,v). 

Por tanto dicho punto s6lo puede ser uno de los dos extremos. 

Analogamente si (u. v] E A-~--

Veamos finalme nte como se modi f ica la funci6n F 1 J en los 
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puntos en equilibria con algun vertice. La pendiente de la funci6n 

F1J(.) en r es: 

F\ J ( r) = [ L[ u. v] EA= ( L ( i • j) + D ( j. v) - D ( i • u) ) + 

+ L[ ] cA L ( u • v) - L[ ] cA L ( u • v) - L ( i • j ) J + 2 r ( 1 - I A. I ) • u.v '4'1+ u.v '-M-

Al crecer r y llegar x([i,j];r) a un punto en equilibria con 

algun vertice. las aristas incidentes en dicho vertice pueden 

pasar de A- a A •• de A. a A+ y directamente de A- a A+. 

Si la arista (u.v] pasa de A- a A •• el incremento en r de la 

pendiente de la funci6n F\J(.). debido exclusivamente a ello, es: 

F\J(r+) - F\J(r-) = L(i,j) + D(j.v) - D(i,u) - 2r - (- L(u,v)). 

Pero si la arista [u.v] pasa de A. a A+ para algun valor de 

r. el incremento en r de la pendiente de la funci6n F\J(.). debido 

exclusivamente a ello. es: 

F\J(r+) - F\J(r-) = L(u,v) - (L(i.j) + D(j,v) - D(i,u) - 2r). 

No obstante. al pasar [u,v] de A- a A., el punto z de [u,v] 

que esta en equilibrio con el punto x = x([i,j];r) es el vertice 

v . Po r tan to • L ( x , j ) + D ( j • v) = L ( x • i ) + D ( i , u ) + L ( u , v) ; es 

decir, L(i,j)-r + D(j.v) = r + D(i,u) + L(u,v). Luego el 

incremento de la pendiente de la funci6n F\J(.) en el valor r es: 

L(i,j) + D(j,v) - D(i,u) - 2r + L(u.v) = 2L(u,v). 

Analogamente, al pasar [u,v] de A. a A+, el punto z E (u,v] 

que esta en equilibrio con x = x([i,j];r) es el extreino u. Por 

tan to L ( x , j ) + D ( j • v) + L ( u • v ) = L ( x • i) + D (i , u ) ; es dee i r , 

L(i,j)-r + D(j.v) + L(u,v) = r + D(i,u). Luego el aumento de la 

pendiente es: L(u.v) - L(i,j) - D(j,v) + D(i,u) + 2r = 2L(u.v). 

Al pasar una arista [u.v] de A- a A+ directamente el 

incremento de la pendiente vuelve a ser evidentemente de 2L(u.v). 

Por tan to la pendiente de la funci6n F 1 J(.) en un punto en 

equilibrio con un vertice aumenta en el doble de la suma de las 

longitudes de todas las aristas adyacentes a dicho vertice que 

pasan de A- a A:, de A: a A+ y de A- a A+. • 
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Si la arista (i, j] es un puente del grafo G denotamos por 

Gl = (V1,A 1) y GJ = (VJ,AJ) los dos grafos conexos que se producen 

al elim i nar la arista (i,j] tales que i E V1 y j E VJ. Ademas 

denotamos por L l y LJ las longitudes totales de tales grafos: 

L1 = L(G1) = LaEA 1L(a) y LJ = L(GJ) = LaEAJL(a). 

Teorema 4. 

La mediana continua c esta en el interior de un puente (i,j] 

si y s6lo si IL1 - LJI < L(i,j). En tal caso, (i,j] es el 

uni co puente que veri f ica esta condici6n y c = x( ( i, j J; t) 
siendo t = L(i,j) - Li - Li 

2 2 

Demostraci6n. 

Sea (i,j] EA una arista puente del grafo. Los conjuntos A., 

A+ y A- de la demostraci6n del teorema anterior no varian al 

desplazar el punto x a lo largo de dicha arista. Ademas, estos 

conjuntos son A. = "· A+ = Al y A- = AJ. Por tan to. la funci6n 

F11(r) es de la forma: 

FlJ(r) = KtJ + r(L1 - LJ - L(i,j)) + r
2

• 

Por tanto, alcanza su minimo para t = ~(L(i,j) + LJ - L1), lo 

que da lugar a un punto x([i,j];t) del interior de la arista (i,j] 

si 0 < ~L(i,j) + LJ - L1) < L(i,j); es decir IL1 - LJI < L(i,j). 

Para cualquier otro puente [u. v]; eligiendo los notAbres de 

los extremes de ambos puentes de for111a que D(v,i) < D(u,i), se 

verifica Au ~At y AY ~ AJ, siendo adeMas (i,j] € Av y [u,v] €At. 

Por tanto Lu ::s; L1 - L(u,v) y Lv ~ LJ + L(i,j). Entonces, ya que 

L 1 - L J - L ( i • j ) ::s; 0 , se tie ne 

Lu - Lv ::s; Lt - L(u,v) - LJ - L(i,j) ::s; -L(u,v). 

Por tanto el puente [u,v] no verifica la condici6n propuesta. 

Por ultimo, si el puente [i,j] verifica IL1 - LJI < L(i,j). 

para cualquier punto de x de G1 se tiene: 

"'w E Gj, v w E (i,j]: D(x,w) = D(i,w) + D(x,i). 

"'w E G1: D(x,w) ~ D(i,w) - D(x,i). 

Entonces, ya que, LJ - Lt < L(i,j): 

D(x,P) ~ D(i,P) + D(x,i)(LJ + L(i,j)) - L1) ~ D(i,P). 

Analogamen t e, \Ix de GJ sera D(x,P) ~ D(j,P). 
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Por tanto el punto c = x([i.j];t) es el minima de D(x.P) en 

todo el conjunto P de los puntos del grafo. • 

5. CONCLUSIONES 

La mediana continua de un grafo se puede encontrar por el 

procedimiento siguiente: 

1. Calcular las distancias entre todos los pares de vertices. 

2. Detectar si existe un puente en las condi ciones del 

teorema 4. en tal caso la soluci6n es inmediata . 

3. En otro caso. Hallar Q = { x([u,v];t) I [u,v] €A, w € v. 
1 

tales que O < t = 2(D(w,v) + L(u,v) - D(w,u)) < l(u,v) ) _ 

4. Evaluar la distancia D(x,P) seg(in el teorema l o 2 en los 

vertices y puntos de Q hasta obtener el valor minima. 

Teorua 5, 

El procedi111iento anterior encuentra una mediana continua de 

G = (V,A) con O(n11
2

) operaciones, siendo IVI = n y IAI = •-

Demostraci6n, 

Para calcular las distancias entre todos los pares de 

v6rtices se puede utilizar el algoritao de Dijkstra que utilizando 

estructuras dina.ticas de datos tiene conaplejidad O(rw Log n) (ver, 

por eje11plo, Tar jan (20)). Los puentes de un grafo conexo se 

pueden det_er11inar por un procedi•iento de bUsqueda en profundidad 

(OFS) de complejidad lineal, 0(•) (Ver, por ejetnplo, el algorit.o 

de separabilidad en Even (18) o en Sedgewick (21)). Para 

detenlinar si un puente esU en las condiciones del teoretaa 4 

significa 0(•) operaciones. Por tanto averiguar si la .adiana 

continua del grafo esta en un puente y en caso afir11ativo 

determinarla lleva 0(•
2

) operaciones. 

El conjunto Q contiene a todos los puntos interiores a las 

aristas en equilibria con algun vertice. Por tanto, si la mediana 

continua no esta en un puente, esta en un punto de Ql.A/. Evaluar el 

valor de la funci6n D(x.P) en un punto cualquiera precisa de O(m) 

operaciones. Determinar el conjunto Q lleva O(mn) operaciones y su 

cardinal es tambien O(mn). Por tanto, evaluar la funci6n D(x,P) en 
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los puntos de Q y en los vertices significa O(nm
2

) operaciones. 

Por tanto este rudimentario procedimiento para resolver el 

problema de la mediana continua de un grafo es O(m
2
n). • 

Con esto, el problema de la mediana continua de un grafo esta 

resuelto en el sentido de que admite un algoritmo polinomial para 

encontrar su soluci6n. Evidentemente el procedimiento descrito se 

puede mejorar realizando una selecci6n de las aristas en las que 

es necesario determinar puntos en equilibrio con algun vertice. EL 

establecimiento de soluciones heuristicas y acotaciones de la 

mejor localizaci6n en cada arista significara una clara mejora en 

la eficiencia de estos procedimientos. Actualmente se estan 

realizando investigaciones en este sentido, asi como la extensi6n 

de estos resultados y procedimientos a situaciones mas generales. 
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