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Pinche sobre una formula para ampliarla. Vuelva a pinchar sobre ella para reducirla, o pinche manteniendo pulsada la tecla [shift]
para reducir todas las que permanezcan ampliadas.

El propésito de esta nota es comentar brevemente algunas técnicas matematicas utilizadas en Astrofisica y, mas
concretamente, en Heliosismologia.

Las técnicas de las que vamos a hablar son:

Transformada de Fourier con ventanas y filtros.
Transformadas Wavelets.
Transformacion Homomoérfica o Deconvolucion Homomaérfica.

Veremos como todas estas técnicas nos van a permitir, a través del andlisis de nuestra sefal (que definiremos mas
adelante), dar un paso mas en el conocimiento de las estrellas y, con ello, dar un paso mas en el conocimiento del
Universo.

Comenzaremos situandonos en el marco adecuado para entender no soélo estas técnicas matematicas sino,
especialmente, el porqué de estas técnicas y el porqué de la necesidad de llegar al grado de detalle y precisién que
dichas técnicas nos proporcionan.

Empezaremos por lo mas general, definiendo qué es la Astrofisica y, dentro de ella, qué se entiende por
Heliosismologia.

La Astrofisica estudia, como su nombre indica, la fisica de los objetos celestes, de los astros. Y este estudio se realiza
a partir del andlisis de la luz que nos llega de estos objetos, basicamente la luz que nos llega de las estrellas. Pero esta
luz llega solo de la superficie de nuestras estrellas; para estudiar el interior tenemos que recurrir a modelos fisico-
matematicos o bien a la Heliosismologia. Y ;qué es la heliosismologia? La heliosismologia se basa en la observacion y
analisis de las ondas que se propagan en el interior del Sol para obtener informaciéon de su estructura interna. En la
Figura 1 vemos un dibujo de distintos tipos de ondas acusticas atrapadas en el interior del Sol y que son observables
en su superficie a partir de los pequefios movimientos que producen en la superficie del Sol.



Figura 1. Dibujo de distintas ondas acusticas en el interior del Sol.

Con la heliosismologia estudiamos una Unica estrella, el Sol. El Sol es una estrella tipica, con la enorme ventaja de
estar muy cerca de nosotros, por o que podemos estudiarla en detalle. En la mayor parte de este articulo nos
centraremos en el andlisis de datos solares que, al final, generalizaremos para otras estrellas.

En el interior del Sol se generan ondas de sonido en su zona externa convectiva, donde existen movimientos de
materia. El tipo de ondas que se generan, asi como las caracteristicas de las ondas que son capaces de propagarse en
el interior de un objeto, dependen de las caracteristicas fisicas de ese objeto, de su forma, composiciéon quimica,
densidad, etc.; por eso, su estudio nos permite obtener conocimiento de muchos parametros fisicos del objeto en el
que se propagan.

Las ondas que se propagan en el interior del Sol producen pequefiisimos movimientos en la atmdésfera solar que son
medibles, observables, desde la Tierra. La superficie del Sol, para una de estas ondas, se veria tal y como aparece en
la Figura 2, donde las zonas azules serian zonas que se acercan a nosotros y las rojas zonas que se alejan. En el Sol
existen miles de estas ondas a partir de cuyas frecuencias podremos extraer informacién de muchos parametros fisicos
de su interior.

Figura 2. Aspecto que presentaria la superficie solar como consecuencia de la
existencia de ondas estacionarias en su interior.

Nuestro objetivo va a ser medir esta sefal: las pequenas variaciones de la atmésfera solar producidas por ondas
atrapadas en su interior. Queremos extraer de ella la mayor cantidad de informacién posible, que en nuestro caso se
concreta en extraer la mayor cantidad posible de frecuencias (las frecuencias de las ondas que configuran nuestra
sefial) y obtenerlas con gran precision. Esta informaciéon nos va a permitir contrastar los modelos fisicos que existen
para el Sol y profundizar en su conocimiento. Es la Unica forma que se tiene de observar, aunque sea de forma
indirecta, el interior del Sol y, por extension, de otras estrellas.

Ya sabemos lo que estamos buscando, pero antes de entrar a describir las técnicas matematicas que nos van a
permitir extraer esta informacioén buscada, vamos a comentar como se ha obtenido la sefal que vamos a analizar.

Los datos a analizar se han tomado con el satélite espacial SOHO (The Solar and Heliospheric Observatory), que se
lanzé en diciembre de 1995 y esta operativo desde abril de 1996. El Sol se observa como si fuera una estrella, es decir,
se observa su luz integral, y lo que se tiene es una sefal temporal que nos da cuenta de las pequefas deformaciones
de la superficie solar frente al tiempo, en intensidad o en velocidad (efecto Doppler). Esta sefal temporal tiene el
aspecto de la Figura 3 y esta formada por la suma de cientos de ondas de diferente frecuencia.



Figura 3. 20 dias de datos del instrumento
GOLF en el satélite SOHO. Aparece un punto
cada 20 segundos. En el eje de abscisas
tenemos numero de puntos, y en el de
ordenadas velocidad en m/s.

Cuando uno tiene una sefial temporal y quiere buscar las posibles sefales estables que la configuran, la forma mas
inmediata de hacerlo es mediante una Transformada de Fourier (TF). La Transformada de Fourier F(v) de una sefial
£ (¢) viene dada por:

Fwy=[f@) ™ dt.

La TF de una sefial es una descomposicion de dicha senal en senos y cosenos, con lo cual obtenemos las frecuencias
y amplitudes de las funciones sinusoidales que configuran la sefal analizada. Lo que resulta, graficamente, es una
representacion de frecuencias frente a amplitud o potencia (amplitud al cuadrado) como la de la Figura 4.

E Figura 4. TF de la sefial mostrada en la Figura 3,
pero con 60 dias de datos y un punto cada 80
segundos.
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Las ondas acusticas solares, cuyas frecuencias tratamos de obtener a partir del espectro de potencias de la sefial,
responden fisicamente a oscilaciones amortiguadas y su perfil matematico en el dominio transformado es una funcién
lorentziana, en general asimétrica, debido a la interaccion de la sefal con el ruido. Asi, una vez que tenemos la TF de
nuestra senal, obtenemos las frecuencias buscadas por medio de ajustes no lineales a perfiles lorentzianos
asimétricos.

Para poder realizar estos ajustes, resulta conveniente filtrar el espectro a fin de suavizar los perfiles de los modos y
llegar a ajustes robustos y poco dependientes de los valores iniciales. La manera en la que filtramos los espectros es a
partir de una descomposicion wavelet de los mismos. Para entender como funciona este tipo de filtrado vamos a
introducir el concepto de Transformada Wavelet.

Como hemos visto, la TF es la manera mas directa de analizar una sefial en cuanto a sus componentes espectrales,
pero no es, necesariamente, la mas adecuada. La TF se basa en el supuesto de que las senales sinusoidales son
infinitas y de amplitud constante, lo cual no tiene por qué ser cierto, y no lo es en nuestro caso. Una transformacion
mas adecuada para analizar nuestra sefial es la Transformada Wavelet que, ademas, presenta una gran flexibilidad a la
hora de ser utilizada para eliminar ruido.

La Transformada Wavelet (TW) es una descomposicion de la sefal que queremos analizar utilizando como base
funciones localizadas espacialmente que se van desplazando y re-escalando o dilatando, y cuyos coeficientes



describen un punto en un plano escala-desplazamiento, por lo que nos dan informacién temporal del comportamiento
de la sefal, ademas de la informacion especitral.

Matematicamente, la Transformada Wavelet de una funcién f («) viene dada por

TW (At = [ £ ) W s, () .
con

W )= (UND¥(@-012)  (2>0),
siendo ¥, , (u) la funcion wavelet, A la escala y ¢ el tiempo.

Una representacion grafica de la TW de una zona espectral pequeia de nuestra sefial se puede ver en la Figura 5, en
donde la escala se ha traducido a frecuencias. La sefial (roja) esta formada por dos modos de frecuencias distintas,
pero muy cercanas, que evolucionan de diferente manera a lo largo del tiempo.

La TW se puede utilizar también como filtro. En nuestro caso, se parte del espectro de la sefial y se elige como wavelet
madre la derivada de una spline cubica. Se utilizan 10 escalas. Las escalas altas estdn dominadas por ruido, por lo que
se ponen a cero, asi como los coeficientes proximos a cero del resto de las escalas. Al reconstruir la sefal a partir de
las escalas filtradas, la sefal aparece tal y como se ve en la Figura 6 en rojo; en negro esta la sefial original sin filtrar.
Hacer el ajuste a la sefial filtrada es mucho mas fiable que ajustar la original no filtrada.
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Figura 5. TW de una sefial débil formada por dos modos de distintas frecuencias,
pero muy cercanas, que evolucionan de forma diferente a lo largo del tiempo.

Vamos ahora a pasar a analizar, dentro del mismo espectro que hemos estado estudiando (Figura 4), la zona de bajas
frecuencias, por debajo de 1.3 mHz, donde la sefial estd, practicamente, sepultada por el ruido. Esta zona es muy
importante para el estudio del Sol, porque proporciona informacién de zonas muy profundas del mismo.
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Para intentar separar la sefal del ruido, vamos a utilizar una Deconvolucién Homomérfica (DH) o Cepstrum. Esta
técnica se utiliza en areas distintas de la Astrofisica para eliminar ecos en la sefial y nosotros la utilizaremos para
eliminar re-excitaciones de los modos y ruido en general. La idea que subyace al método es que, al hacer el Cepstrum
de una sefal con ruido, las componentes de sefial y ruido ocupan distintas zonas de la transformada, por lo que se
pueden aislar. Se parte de la sefial temporal y se calcula su TF; a esta TF se le calcula su logaritmo y a continuacién se
hace la TF de este logaritmo, con lo cual nos quedamos en un dominio “pseudo-temporal” . Es a esta doble
transformada a lo que se denomina Cepstrum. El Cepstrum de una funcién sinusoidal amortiguada, que es nuestra
sefal, queda concentrado en la zona baja del dominio ¢, mientras que el ruido esté esparcido por casi todo el dominio.
Filtrando con un filtro de paso bajo se deja pasar casi toda la sefial y muy poco ruido. Después de filtrar damos marcha
atras y recuperamos la sefial filtrada. En la Figura 7 aparece una muestra de la aplicaciéon de este filirado en una zona
del espectro de potencias donde existe un tnico modo centrado en torno a 972.5 pHz. La sefial negra es la original y la
roja la filtrada. Vemos que un modo que estaba completamente inmerso en ruido aparece mucho més definido en la
sefial filtrada, donde el modo casi no ha variado de amplitud mientras el ruido a su alrededor es bastante mas bajo.
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Figura 7. Zona del espectro de la Figura 4 donde tenemos un tnico modo en torno a los 972.5 HHz.
En negro esta el espectro original, y en rojo el mismo espectro filtrado con una DH.

Con esto estamos ya, practicamente, llegando al final. Todas estas técnicas que hemos comentado para el Sol se
pueden aplicar a estrellas, y en este caso hablariamos de Astrosismologia en lugar de Heliosismologia. El problema es
que, en general, las sefiales que se necesitan medir son muy pequefas y no es posible detectarlas desde la Tierra para
objetos tan lejanos como estrellas distintas del Sol. La Gnica solucién para poder llegar a medirlas es utilizar satélites, lo
que nos permite eliminar la atmdsfera terrestre. En estos momentos existe un proyecto, basicamente francés, pero con
participacion cientifica de toda Europa (COROT), que fue lanzado en diciembre de 2006 y que esta dedicado a la
observacion de las oscilaciones estelares y la busqueda de planetas extrasolares. Existe también un proyecto de la
Agencia Espacial Europea (Eddington) que debié haber sido lanzado en 2007, pero que fue cancelado en 2003 por
recortes presupuestarios.



El objetivo que se persigue es el obtener la maxima informacién posible de los datos de los que disponemos por medio
de las técnicas matematicas que tenemos a nuestro alcance.

Los datos de los que disponemos son series temporales de las oscilaciones (solares en este momento y estelares en
un futuro préximo). Buscamos, basicamente, las frecuencias de las sefales estables que configuran nuestros datos, y
las necesitamos con una alta precisién y en zonas donde la relacién sefial a ruido es muy pobre.

Hemos visto como la aplicacién de TF con ventanas y filtros de TW y de DH puede ayudarnos a conseguir estos
objetivos, y lo hemos aplicado a los datos que tenemos del Sol, nuestra estrella mas cercana. El paso siguiente es el
salto a estrellas distintas del Sol.
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