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ALGUNAS CONSIDERACIONES SOBRE LA CIRCUNFERENCIA UNIDAD ”

Jost ANGeL DorRTA Diaz

EU. pEL PROFESORADO DE EGB DE LA LacuNa

INTRODUCCION

Me propongo como objeti?o‘exponer aygunas consideraciones Y
resultados que se han obtenido como consecueﬁcia del estudio de la
circunferencia unidad, centrada en el origen de un plano cartesiano.
Algunos de ellos, son el resultado de reflexiones hechas en mis clases.

Sin m&s predmbulo, introduzcdmonos en el tema empezando por
reconocer mi simpatfa por el 'cuerpo de los nimeros complejos'; muy en
particular, desde el inicio de los estudios de Matem&ticas me resultd

atractivo el grupo:

(A,-)-‘[{l. 4 -1, —i}, ]

Atractivo y, quizds, ..., inquietante. El hecho de poseer un elemento
"imposible" 6 "imaginario" como el <, éuyo cuadrado es ademds negativo
(cosa sorprendente para aquellos que hasta ese momento sélo
trabajd&bamos con numeros reales), unido a que su opuesto (?), —L,
perteneciera de la misma forma al conjunto, terminé por despertar

nuestra admiracién y curiosidad.
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Los interrogantes que en aquel entonces surgieron de forma
natural con respecto a estos nuUmeros "irreales" & "sofisticados"”,
fueron disipdndose a medida que mi conocimientq del campo complejo fue -
avanzando; pero debo reconocer que cuestiones como-las que expongo a
continuacién me 1lamaron poderosamente la atencién desde el principio.

8i "4" es un numero imaginario, ...

¢{Tendré representacién grafica?

{Se podrd sumar con otros numeros?

¢Podremos restar, multiplicar, dividir con ¢ ?

{Tendrd raiz cuadrada? (Y raiz cibica? ....{Y raiz enésima?

tQué significado tendran las expregsiones: "opuesto de ¢

"inverso de £ ", ...?
{Podremos hablar de osen ¢ , coo i, g 4, e, ovenh i,
f‘ . .
, , 2 , A e - 4 i
cooh 4, gh i, ... , 4 ,4.3,...,'4,"‘,4, , €, 4 Ln ¢ ?

No se asuste el lector. No es objetivo de este trabajo hacer
un tratado del campo complejo, pero debo dejar explicitado que aunque
con < no podamos contar objetos, no podamos medir logitudes o
superficies, no por ello deja de ser un "numero" con el que pueden
realizarse ciertas operaciones algebraicas -modernamente sabemos que
para que un objeto matemdtico sea considerado . un nimero no tiene
necesariamente que representar algo (entiéndase contar, medir, ...).

Hoy reconocemos que la riqueza que encierra nuestro conspicuo
elemento es mucho mé&s abundante que la de cualquier numero real
negativo, por ejemplo. Estos numeros no poseen raices de indice par, en
contraposicién con «, que posee dos ralces cuadradas, tres rafces
cubicas, ... , n raices enésimas. Los reales negativos no tienen
logaritmo, mientras que ¢ tiene un numero infinito de ellos. La

7 7
expresioén [—7]5 carece de sentido en el campo real, sin embargo, EJE
4
e incluso P]E tienen significado preciso en el campo complejo.

Podemos hacer extensible la comparacioén anterior a todos los

elementos del cuerpo (C , + » %) con respecto a los de (R , + , "), Y
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esa abundancia de resultados que nos ofrecen esos 'extrafios entes', con
los que hoy se trabaja habitualmente, se la debemos sin duda alguna a
personalidades como BOMBELLI (siglo XVI), cuya valentia al ser uno de
lo8 primeros matemdticos que se vatrevieron” a operar con ‘numercs
imposibles” como ¥-7 , debemos homenajear. Igualmente tenemos una deuda
pendiente con el danés WESSEL (1789) y con el suizo JEAN—ROBERT ARGAND
los cuales fueron pioneros en la representacién geométrica de los
numeros complejos, expresién esta debida a GAUSS (1832). Digamos por
altimo que la notacién fczﬂ = { la introdujo el suizo EULER alrededor
del afifo 1750, y que fue el irlandés WILLIAM ROWAN HAMILTON (1835) quién
eastablece una teoria completa de estos nimeros, la cual se ha
conservado hasta nuestros dias.

Este trabajo lo inicio estableciendo algunas gituaciones
comparativas entre el co;jdnto formg&o por los infinitos elementos que
conforman la circunferencia unidad (de radio 1) centrada en el origen y
el subconjunto & = { 1, ¢, -1, ~i } del mismo; ello permitird encontrar
algunos resultados cuyo interés determinard la persona que lo lea.

Supongo al lector familiarizado con el cuerpo de los numeros
complejos, a pesar de lo cual me permito recordar, esquemdticamente,
algunas definiciones y propiedades elemenfales que serdn utilizadas mds

adelante.

Conjunto de log numeros complejos: € = { (x ,%) /) xeR AaypeR}

(€, +, * ) es un cuerpo conmutativo con las operaciones:
(% ,y) + (", %) = (x + %", 4 +¥)

T =Rx R (% ,y) *+ (27, 07) = (' —~pp’, =p'+ 2"
e = |z
z =(x,¥)
- e CH
_zo-'————— -—.;-"'E
=z
L 1z] 2 1 e |1z' =1 y |z £1e> |z z1
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NOMBRE COMPLEJO CONJUGADO
SIMBOLO z Zz
PAR (%,9%) = (Re(z), Im(2)) (22, ~y )
FORMA
BINOMICA x + 4y x — iy
(Standar)
MODULO = =+ 242 -
e lEm T 2| = |zl = o
Arg{(z) = o = &'+ 2nk
RRGUMENTO | ._ ,,cep Y, o0sa<wm; ke2| Arg(Z) =-a
FORMA ( coo o + iocen a ) =
TRIGONOMETR. P - P (con a ~ isen o)
FORMA S _,
EXPONENCIAL e : pr e 2
NOMBRE INVERSO OPUESTO
SIMBOLO z* -z
(= =)
PAR NI 2e P (—¢,—y)
FORMA x
BINOMICA S =L 2” - e
(Standar) x4+ Y x + y
MODULO -1 -1 1 -z| = |z =p
N == = 1=l
ARGUMENTO Ar’g( Z 1 ) = — & Arg(«z‘? “= o+ 1
FORMA 1 P (coo (a4m) + iocen(a+m)) =
TRIGONOMETR. F_> (coo a — iven o) ~© (coo a + {ven a )
FORMA . CoGtlatmy i
EXPONENCIAL é- P pr e pe
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OPERADORES MULTIPLICATIVOS ELEMENTALES

a) EL OPERADOR 4

El elemento 4 se define como un operador multiplicativo en C,

el cual no es m&s que una apiiéacién tal que a todo elemento de €,

le asocia como imagen el elemento.z
x £ :

Z —————)
(x,y) ———>

La interpretacién geométr

a todo elemento z de € le desplaza

posicién inicial, respecto del orige

,

z'= (-y,x)
P

z,

x 4 (ledse z por i) de C.

C sy €

- ,

Z x 4
(x,3)-(0,1) = (-p,x) (x’,4")
ica de este operador estriba en que

z

Si le aplicames el operad

(5

’

(1,0) =1 quedard:

'S

i

¢ ocupa la posicién (0,1) del

un cuarto de giro, 90°, desde su
n.
L3 .
\\
N
>z = (x,y)
+ A
or "x 4" al elemento unidad de <€
1 —2f ki -
£
*\
™\
\
x 4 N “k
plano cartesiano; de ahi procede la
= (0,1) e C.

definicién de la "unidad imaginaria”: ¢

‘”Los elementos de la forma "(x, Q)

en virtud del isomorfismo: EE = {{x

Recordemos que es (x;y) (x,0) + (

", x e R , se identifican con "x"

4

) eC /xe R , + , '] (R,+,+).

x + iy

0.y) (,0) + (0,1)-(y,0)
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Puede comprobarse sin dificultad que de 1la aplicacién del
operador "xi" a i se obtiene &= -1 y 8i se aplica a -1, se obtiene —i.

b) EL OPERADOR -1 '

El elemento -1 « € se puede definir, de la misma manera " que

¢, el -operador multiplicativo:

s N x (-1): € ———ue 4 C
A’,’,A Z2 —~———— Zz x (-1) = -2z

(2, 4) ——— (x.9) x (1) = (—=,-p)

v

Se observa que la interpretacioén geométrica de este operador
radica en que a todo elemento de € le produce un giro de 180°, desde su
posicién inicial, respecto del origen.

Obsérvese cémo actua el operador “x (-1)" en 1:

*~ ~

i 1
¢) LOS OPERADORES - —-é .y 1 .
Los elementos —~i vy 1 de € se definen andlogamente, como
operadores multiplicativos que giran 270° y 360°, respeqtivamente,
‘respecto del origen.

Un ejercicio elemental podria ser comprobar las siguientes

x(-1) R x(—il

(%, —————— (Y %) —————— (Y, %) —————— & (—x,—y)

relaciones:

1,3) ———— (-3,1) ———— (3,-1) ————— (=1,-3)
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Mediante el proceder anterior, en el conjunto & = {1,¢,-1,-4
el lector puede verificar que
v (za ,z;) e A »x A » Z x 2} c A

'y construir .la tabla de multiplicar:

* 1 i -1 —4
1 1 i -1 —-¢
i [3 -1 -4 1
-1 -1 -4 1 i
-4 -4 1 i -1

Es conocido que el par (A , -) es un grupo multiplicativo Y
" ademas ciclico. Como se sabe, el hecho de ser ciclico indica que todo

‘elemento de A puede escribirse como potencia entera de ¢ ( 6 de -—é)

i - ibeo
e "ﬂ\
. 4 f Ay
*x & x4 x4 x4
. , 25 o , 2 o , i, L
AT
-1 \ /
\ vd
Sadoi Pl
2 .3 4 L]
i < 4 4 4

OPERADORES "ADITIVOS O DE DESPLAZAMIENTO UNITARIO

En este apartado introduciremos cuatro operadores de

desplazamiento unitario como- sigue:

a) +1 :¢C— C

Z—>> 2z +1

"+ 1" indica que el elemento al que se le aplica queda

trasladado una unidad hacia "la derecha'.
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b) + 4 : C —
€ ey i+ L o= 24

?

Z —— Z 4+ i

Aplicar "+ i" equivale a trasladar uﬁa unidad hacia "arriba".

¢c) + (1) : € ————» € ; aplicar "+ (-1)" equivale a
trasladar una unidad hacia "la izquierda".

d + (-¢) : €C — > € ; aplicar "+ (~¢)" equivale la
trasladar una unidad hacia "abajo". v

Si llamamos & al conjunto formado por los cuatro operadores
aditivos (6mitiremos el simbolo "+"), se observa que coincide con el
conjunto A del apartado anterior, en cuantoyg la forma, admitiendo el
convenio de suprimir "x" y "+", Proéediendo asi, el lector puede

comprobar que:

v (z1 ,Zé) el xA =» Z x z, = &

Viz, ,z)ehxA » 2; *xz, &M - &,

donde es M ={ (x ,y) eRxR /xecZapyeZ o+’ s 2%}

Esta es la tabla de sumar:

+ 1 i -1 -4

1 2 1+4 1] I— 4

i 1+ & 246 4 -1 ]
-1 0 -1+ 4 - 2 -1-4
—4 -4 +1 0 ~{ =1 - 24

Podemos considerar la suma como un caso especial de ley de

composicidén externa definida en & de la siguiente forma:
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+ o A B ———y M - A
(z‘, ) ———— 2t 2,
v (z . 2, ) e A x A 9 SzeM-A/)2z= Z +z G M- A
Para concluir este segundo apartado podemos afiymar: El
‘producto de dos elementos de A siempre esta en A; por el contrari&, la
suma de dog elementos de & nunca estd en A (resultado -este gue serd

utilizado posteriormente).

LA CIRCUNFERENCIA UNIDAD

De la misma forma que'en el Universo existe un ordenamiento
perfecto, donde ciertas estructuras se repiten, como el movimjento el
movimiento de los planetas, ,la sucésion de log dias y las noches, el
ciclo de los seres vivos, ... ' -

¢{Guardaran los elementos de la circunferencia unidad secretos
descifrables?

{Poseerdn alguna estructura ordenadaf

LQué propiedades verificardn?

¢{Existird alguna relacién entre el conjunto finito A_y este
conjunto infinito? v

' Para dar respuesta a estas preguntas empezaremos por definir
nuestra circunferenéia:

Ci- {zeC/ |z| = i} =
“{(x, ) € RaR / 2+ 3 = 1} =

aizeC / z=tAH9(2),

Algunas propiedades elementales de €, son:
1)VzeC »-zeC (puesto que |z| = [-2|)

2)VzeC »z= Z 'e €, .(ya que en este caso 1-|z|= |Z|=~ {z* |-[z|
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3y Vze C > zn e C . V n € N (recuérdese que un complejo, producto de
otros dos, tiene por médulo el producto de los médulos) . »
HVzeC »z -7z €€, k=01, ..., Clzl =17 =1,
‘ Vn=20,1, 2,
5)V(z.z) eCxCa |z +z| < |z]| + EA

6 ¥ (7.5) «eCxCn iz - z| = |z]| - |z

PRIMERA PREGUNTA

Igual que sucedfa en el caso del conjunto finito A, si
sumamos dos elementos arbitrarios de C;, elidyesultado {estard fuera,
dentro, o sobre Ci?

Haciendo uso de la propiedad 5 de C’, del grdfico adjunto vy
de nuestra intuicién, Jpodemos asegurar, en principio, que existen

"muchos"” pares de elementos de ¢;[ tales que al-sumar sus componentes,
N

el complejo suma no pertenece a Ct.
Serd suficiente con fijar nuestra atehcién, por ejemplo, en

los casos triviales:

a) Vze C’ D> 2+ (~2) =0 & C1
(£ + (=4) = 0)

b) V z e C‘ > Z2+z= 2z & C1

(2z|= 2|z|= 2; é+i =24 & <)

4

El lector encontrard 1nf1n1tos eJemplos

Puede comprobarse, ademds, geométrlcamente

Se sabe que la suma en € equivale a la suma en Wz, en virtud
del jsomorfismo que existe entre los espacios vectoriales (€, +, + ; R)
Y (Wz .+, » ; R) y noes mds que aplicar la conocida regla del

paralelogramo.
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zZ+ z = cI:1 (fuera de Ci)

(dentro de Cl) Za+ z4¢z‘<1~:1

Resolvamos nuestro problema de forma general. Para ello demos

respuesta a las tres cuestiones siguientes:

- Fijado un z = (xo, yo) 1= C‘, encontrar -todos 1los elementos
" ’ :

z=(x, y) «C, tales que: a) Z + Z esté dentro de T.; b) z+ z  este
sobre Cl; c) Z+t z esté fuera de Cl.

Se trata, en definitiva, de encontrar los subconjuntos de ‘1:1:

S rmH (. W ST /|G, W+ )] <1reC i

S, qr=Ax. W eC /|, + (%, )| =1reC

o

S, =t =, e / [, ») + (=, p))| >1}c€

o

Estas expreéiones indican que la distancia del complejo suma

al origen es menor, igual 6 mayor que 1, respectivamente.

I) éQué elementos forman el conjunto Sz I ?
o’
Resolvamos la inecuacion |[(x . ¥ + (=, »)] < 1

[N

equivalente a resolver x 'x + y ¥ < -

Considerando la ecuacién asociada a nuestra inecuacién, es
. P . 1
decir, la ecuacién de la recta x kX Y Y+ 3= 0 , se observa que es

perpendicular a la recta que paéa el punto (xo', yo) Y por el origen.

23—



~2 1

En efecto: 3 = v, % - — 7 = 1, (recta asociada)
yo
¥ = /— % = r, (rectaque pasa por (0,0) y por (g, 3,3)
(=]

La perpendicularidad de T,y r, se sigue del hecho que sus

pendientes son opuestas e inversas simultdneamente.

Mediante unos calculos sencillos, el lector puede comprobar
que la distancia del origen al punto de interseccién de r, Y r, es

igual a 1/2.

N e

NIk

-

Nuestro objetivo es resolver la inecuacién 2, X+ Y, ¥ < - %
ldohde (*B’ yo) es un punto fijo y (x , ¥) un punto variable, ambos de

;Cl. Por tratarse de una inecuacién del tipo ax + 8y + c < 0 , tiene
‘como . solucién una de las partes en que la recta asociada,

ax + by + ¢ = O , divide al plano. Al no verificar el punto (0, 0) la
inecuacién %% + YooY < - % . la solucién de la misma sera la parte

del plano (semiplano) en la-que el origen no est4: Deducimos, por todo

-gllo, gue la interseccién de ese semiplano con»C‘ serd el subconjunto '

’556,1 buscado.

= {(x,y4) e C‘/ x % + Y ¥ < - % ~ P+ yz= 1 A (xo,yo) e C1es fijo}p <. €

—24




No kN
\
IS i ™
s'z I
o w v
Al sumar z, gon cualquier elementoc de Sz I la suma estad
== E— " —
"dentro” de Ci".
Mediante razonamientos parecidos al efectuado, podemos

rd

deducir que Szo,II =
=%y €T/ xx + Yy = - % ~ P4 = 1A (x,,,) € Ces fijo} & C,

que graficamente significa:

(-] + <
ZO Z’E S

Y que .

LS

g =
zo,III

= {(x,¥) € Ci/ %% + Yy > - % ~ Xt yz= 1 A (xo,yb) € Cies fijo} < <l:1

"que graficamente significa:
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Los resultados anteriores podemos reunirlos en las tres

proposiciones siguientes:

Proposicién 1

Fijado un z, = (xo,yo) < Ci, existen dos y sélo dos elementos

.
de Ci, Z Y z,. tales que zZ,+ z € Ci Yy Z.+ z, ‘Di, verificdndose
ademds que Z,. Z Y Z, estdn situados en los vértices de un tridngulo

equildtero centrado en el origen de coordenadas. -

Proposicién 2
Para todo elemento z, de la circunferencia unidad, existe una
particién de la misma de tres elementos:

l:‘z (Cx) =1 Sz , I 'sz ,IT 7’ Sz
(] ] o o

tal que , siendo =z e C1

dentro de C1' si z e Szo,I

Z,t 2 estd sobre C1 , 81 ze SZO,II

i Z
fuera de C:' 81 z Szo,III 1

Proposicién 3
Inscribiendo cualquier exdgono en la circunferencia unidad,
un elemento de Ci situado en un vértice intermedio de otros dos, ‘es

siempre suma algebraica de éstos.
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= z+

zo z’. z5
-

oz Z+ z,
=z+ z

Z, _zi a

etc.

Podemos, por tanto, responder a nuestra pregunta: ¢(Estard
fuera, dentro 6 sobre Cl la suma de los elementos de Gl ?
Existen infinitos pares de elementos de Ci tales que: a) su
‘suma estd dentro de Ci; b) su suma estd sobre C1; ¢) su suma estd fuera
de €.
4
La suma en <II.1 es una ley de composicién externa del tipo:

S
ra

—
(zi, Z_ ) zl+ -4

siendo M = {(x,y) € R x R / x°+ =< 2%}

Y €3 i(x,9) €R xR /x°+ %= 1} 2

SEGUNDA PREGUNTA

¢81i multiplicamos dos elementos cualesquiera de nuestra
circunferencia unidad, el producto estard siempre sobre ella, tal como
sucedia con los elementos de A?

Ahora la contestacién a esta pregunta no ofrece dificultad

alguna y es, evidentemente, afirmativa.

TERCERA PREGUNTA

¢Tendrd estructura de grupo multiplicativo el par ( Ci, . )?

( (A& ,+) lo es ).
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No ofrece dificultad contestar puesto que:
1) El producto es ley de comppsicién interna en Ci.
2) La asociatividad, al verificarse para todos los elementos de T,

se cumplird en ¢;. (Igual ocurre con la conmutatividad)
3) 31= (1, 0)661y Vzed:’»l'z-zl-zec‘
44YzeC »83z"eC, y z'z=z2z =1 (propiedad 2 de C,)
Por tedo ello, ( C; , * ) es un grupo multiplicativo.

Este grupo multiplicative, (Cl, » ). constituido por los

infinitos elementos gque conforman la circunferencia unidad, contiene

una infinidad de subgrupos multiplicativos, los cuales tienen, a su
ez, algun subgrupo multiplicativo.

(Cudles som esos subgrupos?
o
Recordemos que B8i ze € y ne Z+. existen exactamente n

numeros complejos distintos, 2y o k=0,1, 2, ... ., n-1 , llamados
raices enésimas de 2z, tales que zﬂ= z,Vk=0,1,2, ... ., 0~ 1

Estos Z, se encuantran en los vértices de ' un poligono regular de

radio lzl’/", centrado en (0, 0) y vienen expresados de la siguiente
forma:

1 . o'+ 2nk
z = |z|" - e n ,k=0,1,2, ..., n-1;a+2nk = Arg(z)

8i hallamos las raices enésimas de 1 = (1, 0 ) e C1 y las

expresamos exponencialmente obtendremos el conjunto Rn(l) ., €8s decir,

R (1) = { Zy . B, s Zy o e . Bp o, } =
© i an i 4n ‘ 2(n-1)7
{ 1 =e", e nooe noo, e n < Ci

Notese que Rn(l) es un subconjunto de . C‘. Vne Z+. Ya que

v z

% S ,xn(]_) > lzk' - |2|s./n '.‘lllvn

-1 = Z, € tI.‘.’l
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Dando valores a n obtendremos:

OOOOCOO00

.‘Rl(l) 32(1) 33(1) X4(1) Rs(l) .‘R.G(l) 37(1)

"

A

Observande las grdaficas anteriores y a nivel puramente
intuitivo, podemos comprobar que todos los . Rn(l). son subgrupos
multiplicativos de ( C1 .o ).

Ademds, se puede comprobar que:

) (R (1),) € R, € Ry (1), < (x4p(1).;) e ..«
( Rpgnrt(l)}'f . Vpleym y p primo (m=1, 2, 3, ...)

b)Y ( -‘Rl(l),' )C(xn(l).‘ )C(an(l),' )C(Rna(l).' )< ... €
R p1).1) e Y nm ez’ 2"

Si tomamos al ‘azar un xn(l) existen dos alternativas:

- Que n sea primo, -en cuyo caso ( Rn(l), ) anmite unicamente’
" los subgrupos impropios ( xl(l), )Y ¥ ( Rn(l), )
- Que' n sea compuesto. En este caso ( Rn(l), s )} tiene  tantos
4subgrupos como divisores tenga n. A
Comprobar que, por: ejemplo, (316(1),-) tiene cinco subgrupos

multiplicativos.

ESTUDIO DE LAS RAICES

.Abordaremos a ‘continuacién la -cuestiodn, va ciasica, de -

estudiar el producto y la suma de las raices enésimas de la unidad, mo
sélo desde el punto de vista formal sino también a través de wun

planteamiento diddctico e intuitive.
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Extenderemos finalmente los resultados a las raices enésimas
de los elementos de A, de los elementos de C1 Y generalizaremos, por
filtimo, para los elementos arbitrarios del conjunto de 1los nimeros
complejos.

PRODUCTO DE LAS RAICES DE 1

Empezaremos por encontrar el producto de las rafces enésimas

dé 1 cifiéndonos a dog ejemplos sencillos: xs(l) Y 36(1).

Tomemos primero las cinco raices enésimas de 1 Y

multipliquémoslas:

Rg (1)

z
1
]
=z : P = 2, 2 "%, Z,"Z = Z, (z1 z‘) (Zé zs) =1
2
d H " "
" | ' o
i ! Z 2z =z 2 =z -2z '=1
1 L S E R T S 1
z ' = a1
k- 3 = . = =
' z," 2z, z,-z, z,-z, 1
- 24

Pi= 2, 2,2, 2°Z Z-= (26'2;)'(2;'25)'(2323;) - ~1

-1 1 1

El lector puede demostrar fdcilmente que, en general:

n-1 i1, si n es impar
k€ Rn(l) M TI % T -1 si n es par
k=0 ’ P

SUMA DE LAS RAICES DE 1

k




a) En el caso de n par, efectivamente asi es:

v z, € Rn(l) » -z, =z, =] Rn(l) H
=+ k
2
Vk=0,1, 2, Lzt %
y esto es asi porgque g ( Arg(zk) Y} = g — =
27 ( g + k)
= g = iy ( Arg(z ) ) , de donde se deduce que -z, =
n n k
Z+ k
=z, si n es par.
F+ k
b) Si n es impar, basta un contraejemplo para poner de
manifiesto que:
z, € xn(l) + -z o= x;(l) s pqra.algﬁn_ k=0,1, 2, ..., n - 1.
-1 z=1
(2]
Esto es as{ en efecto, pues 3 1 € R3(1) Y, sin embargo, - 1 & R3(1).

Es m&s, puede probarse que si n es impar, 1la opuesta de wuna

Sumemos por fin las raices de 1:

a) Para el caso de n par estudiemos el ejemplo de RG(l)

La suma de las raices serd:

S==z - +z +z2 +z +2 + 2 =
o 1 2 3 4 s

= (26 + za) + (z& + z;) + ( z, + zs) =0

0 0 0

Fijando nuestra atencién en las graficas siguientes, se

comprueba que si n es par, la suma de las raices enésimas de 1 es cero.
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R (1) R (1) R (1) R (1) 0(1) 2(1)

b) En el caso de n jimpar estudiemos separadamente los

ejemplos de 33(1) ’ Rs(l) , .27(1) , ... Yy extraigamos conclusiones.
fta(l)z S=z +z +z, =2 +z +z =
1 - =
= 2 Re(zl) + oz 0

El pentltimo miembro de la igualdad en ca-—
dena anterior es:

2n

3+1

1 +2 (-

N
-
i1
]

2 ceo -

. = + + +
S Z, z, + z, z, z =

=zt (z‘+zl+(zz+zg

=z + (z +2) + (z +Z)
[+ ] 1 1 2 2

=z, + 2 Re(zi) + 2 Re(zz) =

- on 2n _

—1+2[ceo 5+c002 5]—
1

1+2[—-T]=0

En general, para .‘Rn(l), giendo n impar, la suma de sus

elementos serd:

. 2n
S 1+.2[coo‘n

+ coo 3

+ con 2 21; n=1 2n]= o

+ ... 4w =
2 n

va que la suma expresada entre paréntesis puede ser sqstituida' por — %
De jamos para el lector la demostracidén de que la suma a la
que se refiere el parrafo anterior es verdaderamente — %— ‘, para todo

impar mayor o igual que 3. En los casos n = 3,85, 7, ...., compruébese

con calculadora.
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En los textos de variable compleja, la demostraciéﬁ de que
la sumé de las raices enésimas de 1 es cero, y que acabamos de ver
“casi-intuitivamente", estudiando los distintos casos, estd basada en
la suma de los términos de una progresién geométrica.

Estos fesultados que hemos obtenido, podemos expresarlos

resumidos en el siguiente recuadro:

n-1 . . .
T , si n es impar
TI " T { -1 éi n es par
. k=0 ’ p
zZ, < Rn(l) =»
n-1

™1

. ky
I
o

CUARTA PREGUNTA

¢Podrédn ser extendidas las conclusiones de los dos apartados
anteriores a otros conjuntos de la forma Rn(z) , siendo z C‘?
En otras palabras: ¢ Cu&dl serd el valor de la suma y del

producto de las raices enésimas de un numero complejo del conjunto A ,

*
del cojunto Ci Y. en general del conjunto € ?

CASODE z =~ 1

El conjunio de las raices enésimas de ~— 1 es:
;7 i 3r : 5 ‘ 2(n - 1)m
R_(—1) = { e n , e n , e n e, € n
n
ﬁl(—l) RZ(—I) R3(—1) 34(~1) 35(—1) RG(—l)
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Observe el lector que las rafces enésimas de - 1 pueden

obtenerse, graficamente, a partir de las raices enésimas de 1:

- <
R (1) giro de 180 R, (1) ; 180%= Arg(-1)
o1 1 1
. L=
R_(1) giro de 90 R_(-1) ; 906°= Arg(-1)
2 2 2
. giro de 60° o_ Arg(-1)
_ . - Argr o)
Ra(l) Q ey Ra( 1) ; 60 3
”~
giro de 45°° - . o Arg(-1)
R4(1) g 34( 1) ; 45 R —
etc.
Luego, para obtener las raices enésimas de -— 1 a partir

de las raices de 1 se girard cada una de éstés un angulo de amplitud

<
igual a —ﬂfg%:ll = l%g , respecto del origen.

PRODUCTO DE LAS RAICES DE - 1

Analizando las gréficas.de xh(—l), para los diferentes
valores de n ., podemﬁs resoiver este apartado siguiendo un proceso
andlogo al que se realizd para Rn(l). Para evitar extendernos' en
exceso, abordaremos la cuestién en general.

Si tomamos todos los elementos de Rn(—l) Yy los

multiplicamos, el producto serd:

P ‘ 32 ¢ 5Z ) 2(n;1)n
P = e .. - e C L.t e ; =
”
LT.[(1+3+5+...+(2n—1)] tmen
=e = g
Asi tendremos due p= &0 = -1, sines impar
. ~-(-1) , si n es par
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SUMA DE LAS RAICES DE - 1

5i se desea analizar este punto desde una perspectiva gréfica

e intuitiva, es conveniente dividirlo en dos partes:

e ser n par: Observando detenidamente las grdficas, se

(a8

Caso

|

comprueba fédcilmente que la suma de los elementos de Rn(—l) es cero.

Caso en que n sea impar: Mediante unos cdlculos elementales,
el lector concluird con nosotros que
a) La suma de los elementos de R3(~1) es:

—1+2-cao% = —1+2-% = 0

b) La suma de los elementos de Rs(—l) es:

— 1 4+ 2-(coo T4+ cos 32 ) = — 1+ 2- = 0
- 5 5

[N

En general, la suma de 1osvelementos de xn(—l) es:
k13 w n 123
-1+ 2 [ coo — + <0 3 ot e 5 ot .. toeeo (n - 2) 5 ] =
1 _
-1+ 2 7 - 0

Resumiendo tendremos:

n-1 . .
-1 , si n es impar
T Zp = { .
k=0 ~-(-1) , si n es par
z, e R_(-1) =
k n n-1

i
o
[}
o

Prequnta al lector:

{Tendrd estructura de grupo multiplicativo el par (Rn(—l),-)?
‘Contéstese estudiando la definicion de Rn(~1) y sus graficas, para

cualquier valor de n. {Qué se podrd decir del par (Rn(—l).+) ?
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Mediante razonamientos andlagos a los ya vistos, se puede

‘concluir, para el conjunto de las raices enésimas de ¢ , Rn(é) s que:
- © f ¢, si nes impar
z, =
x =& si n es par
k=0 . R p
z, & R (L) ’
k= TatS s
Y oneo
k=0

y pdara el conjunto de las rafces enésimas de -—4¢ , xn(—a

n-+ . - .
{ —4 , 81 n es impar

L 4. si nes par

z;, = .‘R.n(—t')‘ .

CASO DE z e €, ‘ _
En primer lugar, nos pregunfamos si‘ podran oﬁfenerse .Ias
raices enésimas de un elemento arbitrario de la circunferencia unidad,’
a partir de las raices enésimas de 1.:° R .

Veamos que.asi es.

5i- ze € = lzl =1 vy a-= Arg(z) =o'+ 2nk ; con ke y
fdonde a’, argumento principal de =z ,~var1a as{: 0 = o’ 2r. Por

ello, un elemento. cualquiera de Cl, z , vendra& expresado:
ei.(o( ' +2nK)

z =
y en consecuencia, las raices enésimas del mismo serin:
Loat . o'+ 2m . o’+ 4m o+ .
.2 : * 2 ‘ n4 : (n;l) 2n
.Rn(z) = {e , € , € s e, €

Si recordamos que girar un elemento del plano un é&ngulo de

amplitud 3 , respecto del origen, no es mds que multiplicar aquel por

— 36—




otro elemento de médulo 1 y amplitud f3 ; es decir, por e{,-(g' se

comprenderd que:

vo 2 ce e Aelm o
x(1)={e>, e T, e L., e } : C
n ) . . _ v oo
o o « o o
gl g3 9|3 : 9|3 3,
. o’ ) o’ + 27:_! ‘ a'+n41r : a’+ 2(n-1)w A
~7«‘,’7(z)={e 2 . n e e, e n R

de esta manera hemos obtenido las raices de =z < tl:1 , comoc consecuencia

de haber aplicado un giro de amplitud %— ( o

»

, ez el argumento

princi‘p.al- de z ) a las réices enévsi'mas de 1. Ast pof ejemplo, si a
las raices gquintas dé 1 les aplicamos un giro de amplitud %’- ‘ ‘,
habremos obtenido las raices’qgin.tas de =z e Cl ( o’- es el argumento
principal dé z) - )
‘ PRODUCTO DE LAS RAICES DE z € €, ) ] : o
£ -[maw 2o (1 4243+ .. 4 (n-— 1))]
P = e . :

=‘ L errin - 1im)

Si n es impar, entonces P = & s t2m) e €, ., teZ I

Si 'n es par, entonces P = L zeC ., teZ ‘
SUMA DE LAS RRICES DE =z e C’_
o'+ 2(n— 1)m : 2n ¢ o L o’ + 21) . o’
e n 3 n - e n e n -~ & n
S = = =0
., 2 Cte.
4 ) .
e -1
, 2n
4
observése que es e n -1 =0, para n 2

Resumiendo estos resultados, para =z € tl:1 y n=z 2, se tiene:

Zz , si n es impar
=
- =z, si n es par

z, € xn(z) -




El lector puede tratar de responder a las preguntas: ¢{  Podra
ser en algun caso ( Rn(z) , * ) un grupo multiplicativo, si es z e Cl?

¢ Y podrd ser ( :Rn(z) , + )} un grupo aditivo ?

CASO GENERAL : z e €

Proposicién 4

Dado cualquier numexro complejo distinto de cero,
. ’ *
z=|z|- G (arramk) zeC , k € Z , sus raices enésimas,
1 ‘ o’ + 2nk
z, = |z|7 - e n .k o= 0, 1, 2, . n-1 ; podran

obtenerse a partir de las raices enésimas de la unidad sin m&s que
aplicar sucesiVamente,r a éstas, una homotecia de centro el origen vy

1/n

razén |z| y un giro de centré el origen y amplitud Arg(z)/ n.

Demostracién:

*
Sea ze C Y %, sus raices enésimas tal como indica el
enunciadoe de la proposicién. Veamos que si a los elementos de .Rn(z) les

aplicamos el producto de las transformaciones:

h : € ———y C© y g : € —m——
l/n a a,
0. |=z| W |z|1/n. w O’E w PR 4
obtendremos los elementos del conjunto .‘Rn(z) .
I
PO 1 a’
i 0 = 40 = & =
z = e N |z|".e -9 | |z|".e n i = z*
[+ o
. 21 1 2 1 a’+ 2n
¢ Th h 7t h g 7l n
z = e i —— |z|"e Ll z| e = z;
‘ 2n(n-1) 1, 2n(n-1) Ly, o'+ (n-1)2n
. n h n n n n ’
2, .= e +— |z|Me —2 L lz|" e =z,
Rn(l) :Rn(z)
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Proposgicién S

El producto de las raices enésimas de un numero complejo

arbitrario, distinto del cero, z , es el propio z , gi n s impar, Y

-z, 81 n es par.
Demostracién:

Tomemos todos los z, = .Rn(z) v mul'tipliquémoslos:

1 1.3' 1 b.ot'.+ 2n 1 ‘;0(’4- (n-1)2n
P = |z|n-e n '|z|n'e n CE [z|n-e n =
1 4 .
_ [|z|—ﬁ ]n.es [na + 2 ( 1+ 2 + ...+ (n—l))] - |zl @ F (n1)2m)
|z]|- & e 2nt) z , si n es impar
= ( teZ)

|2{- e«;((a+2nt) + ) = -z, si n es par

”~

Proposicién 6

La suma de las rafces enésimas de un nGmero complejo

*
cualguiera, =z e C , es cero.
Demostracién:
*
Al sumar todos los Z, = xn(z) , ze € , se tiene:
i, a’ L a’+ 2% L) a’+ (n-1)2m
n n
S = [z|n-e n g lz]n~e + ..+ jz2]Te n =
1 La' 4’,°"+ 21 L'ot'+ (n-1)2n 1
=|z|n[en+e n + ... +t e n ]=|z|n'0==0

y esto es asf pues la expresién entre paréntesis es la suma de las
raices en el caso z & <l:1 , que es cero.
Los resultados que explicitan las proposiciones 5 y 6 se

retnen en el siguiente cuadro resumen:

n-1
T[zk

B {z,sines impar
% : k=0

- =z, si n es par

donde es Z, € .Rn(z) Yy nz 2
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Al iéual que se propuso para el caso de ¢; ., el lector puede
tratar de responder a las siguientes cuestiones: ' .

{Podrd ser en algﬂn‘ caso ( Rn(z) L) “un grupo
multiplicativo, siendo =z e c” ?7 ¢ ?ara qué valores de n y =z ?

LY ser grupo aditivo ( Rn(z) s+ ) ?

-+ EPILOGO

Lo que se ha pretendido con el preéente trabajo es mostrar
una  pequefia parte de la riqueza intrinseca que guarda una figura tan
gsencilla como la circunferencia. Nos hemos apoyado, para su desarrollo,
en el campo complejo, pero igualmenté se pudo haber abordado desde otro
punto de vista y persiguiendo otros’objgtivos.

Unc de 1los objetivosl “que pretendo haber alcanzado, es
utilizar el método inductive en el estudio de las raices enésimas de
los numeros complejos. Obsérvese que se pudo  comenzar el mismo
partiendo de las proposiciones finales, para mas adelante

particularizar y profundizar en los diversos casos. Lo gue se hizo fue

partir de elementos notables de la circunferencia unidad e ir subiendo

peldafios en la escalera de la generalizacién. Pienso que el
planteamiento seguido es mds enriquecedor y diddctico, pues permite,
siguiendo procesos andlogos, intentar pequefias investigaciones como la
que se ha presentado.

Quiero hacer notar que en la literatura que habitualmente se
utiliza para el estudio del campo complejo, no he encontrado un
andlisis exhaustivo de las raices enésimas de los complejos, y de ahit

mi inquietud por el tema.

— 40 —






