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REPASEMOS LAS TABLAS

Jo%é Colena

Cada vez son més los profesoreé que,en su deseo de conseguir -
que Bus alumnos hagan Matemdticas de forma ‘auténonma,les proponen proble-’
mas abiertos y les animan y orientan.a que les dediquen tanto- tiempo cg;
mo necesiten.

Estos probiemas,tan distintos de los simples ejercicios de . -
aplicacidén directa de la teoria que se ies acaba de explicar,requieren -
concentracidén para indagar,buscar caminos,elaborar y contrastar conjetg-
ras,... Deben ser,pues,suficienteﬁénte atractivos como para despeitar la
atencién del alumno de modo que acepte el reto que suponen., Asequiblés,-
para que no se desalienten a los primeros intentos. Y con una adecuada -
dificultad,para que no les resulten triviales.

No es fécil encontrar situaciones con estas caracter{sticas. -
Cuando aparece uﬁa especialmente interesanfe se difunde con rapidez. No-
es extrafio,por tanto,que una misma idea nos ;legue por distintos condug-
tos.

Algo de esto ocurrib en el simﬁosio "La ensefianza de la Matemd
tica a debate" (Madrid,28-V a 1-VI 1984) con el sigﬁiéhte problema

"Hay una gran cantidad de puentas alineadas y numeradas 1,2,3,
4,5,6,000..E828n todas cennadas, Pasa un chico y las abnre todas. Pasa -
otro y flas va czaﬂando cada dos (2a 2,48a 4,etc). Pasa un tercero y va =

cambiando la posicibn cada tres (cienna la 3,que estaba abierta ; abre -

la 6,.y asl sucesivamente con las 9,12,...), Un cuaato chico paocede‘de



igual forma con as puéntas 4,6,8,..: abnin las cernadas y cennan las -

,d&ientad. Y asl, abniendo y,nos imagincmos,dando poatazos,hasta que ha -
yan inteavenido en el juego tantos muchachos comd puerntas hay. ¢éCubtes -
son las puentas que{Z@naZmente,quedan~a&éemtaé?"

En dicho simposio, el profesor Alan H. Schoenfeld lo propuso, -
con un sugestivo enunciado,entre una larga lista de problemas. Mds tame,
la profesora Marisa Carrillo,del Grupo Cero de Valencia,aporté muy inte-
resantes ideas diddcticas obtenidas del trabajo de sus alumnce en este -
problema,entre otros. ¥ yo,que también tenia intencidén de referirme a -
&1,hube de dejarlo,pues mi intervencidn fue posterior y lhubiera sido -
demasiadof

Conoc{ este curioso problema a través del profesor Claudé Gau-
lin,durante las IV Jornadas de la Sociedad Canaria de Profesores de Matg -
miticas "Isaac Newton",celebradas en 1982. También fue é1 quien nos sugi
rid que en las tablas de sumar y multiplicar se pueden descubrir intere-

santes propiedades. Paso,a continuacidn,a desarrollar esta idea.

INVESTIGANDO EN LA TABLA DE SLMAR,.......
La situacidn de partida suele ser insignificante,de modo que -
la riqueza de contenido que se aprecié posteriormente sorprende por lo -
inesperada. Se parte,simplemente,de la tabla de sumar y se trata de en -
contrar regularidaes,propiedades,...,enunciarlas y demostrarlas. Debo -
_confesar que mi primera impresidén fue de perplejidad,por lo simplén qﬁe
esto parece., Pero,conforme empecé a indagar,me entusiasmd ver la cénti -
dad de posibilidades qué contiene. Creo que debe conocerse. ( Compafieros
profesores,alumnos de CAP,alumnos del Instituto y hasta hijos,sobrinosy
éhiqﬁilleria varia,@odr{an dar fe de lo aficionado que sq& a dar la pali
za al resﬁectc ). _
La bﬁSqueda propuesta puede resultar asequible e interesante -
desde a chicos de 8 afios hasta a matemdticos. Veamoévalgunas de las pro
pledades que pueden descubrirse. Las primeras que enunclaremos son sen -

cillas,evidentes; pero no lo son tanto para los chicos. El1 detectarlas,
primero, formularlas después y,por Ultimo, justificarlas,puede ser de mu -



cho interés para alumnos de los #dltimos cursos de E.G.B. o primero de -

Medias.
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. Ean%v.ﬂ y columnas los nimeros son consecutivos.
. La tabla es simétrica.
. Las disgconales ///festén formadas por nimeros iguales.
. Las diagonales \\\ son progresiones aritméticas’ de diferen-
cia 2.

. Nﬁméros pares e impares se alternan en filas y columnas co-
mo laé casillas de un %&blero de ajedrez. .

. La suma ée los nimeros de cada file o columna es un malti -
plo de 9.

. La de los nfimeros de las diagonales \\. es méltiplo de 10.

. La suma de los nimeros de las nueve primeras diagonalesz’/,

es de la forma n(n+1).

. Y veamos otras,menos triviales :

. Tomemos un cuadrado formado por cuatro nlmercs. Por ejemplo

Obsérvese que 5 + 7 = 6 + 6 .§Es vdlida la propiedad para cualquier cua
drado de 2x2 casillas? Enunciarla y justificarla.
. EES cierta también si tomamos los cuatro nfmerocs de dos fi-

las y dos columnas no contiguas? Estos,por ejemplS:



9 13

ey para cuadrados de 3x3 casillas? :

5 6 17
6 78
7 .89

. Obsérvese que en el caso anterior,no sélo coinciden las su -

mas de los elementos de las dos diagonales ncipales; también se obtie

ne la misma suma tomando otros trés nd
547 4 ]
7+ 7 + 7 1
6 + 6 +9 = 21
{Cudntas sumas coincidentes hay ahora?dCémo se enuncia la propiedad?Bis
quese una demostracién. ‘
. Los resultados anteriores,éson vdlidos para cuadrados 3x3 -
tomando lineas no consecutivas? . Por ejemplo,
7 9 12
8 10 ' 13

11 13 16
.xéSe!puede generalizar esto para cuadrados cualesquiera? : -

+ 2 4 67 9

1 3 5 78 10
3 5 7 910 12
5 7 9 1112 14

g8 10 12 141517 7
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éCuéntas sumas idénticas hay en este caso? ¢Por qué coinciden?¢Cuénto -

valdrd cada suma en el cuadrado 9x9,esto es,en la tabla inicial?

vees..Y EN LA DE MULTIPLICAR’

Las primeras propiedades que detactamos son del mismo tipo que
las encontradas en la tabla de sumar :
. Es simétrica.
. Unas 1{neas -2stédn formadas por nimeros pares;otras,por nﬁmg

lternativamente pares e impares.

. Las sucesivas filas son progresiones aritméticas de diferen
cias 1,2,3;.,respectivamente.
. La suma de los términos de cada linea es un miltiplo de 45.
. E1 producto de los términos delcada diagonal // es .un cﬁadrg
do perfecto.
. Los nfimeros de la gran diagonal™\(son cuadrados perfectos.
. Del mismo modo que en la tabla aditiva,apareceﬂ ahora. coin-
cidencias al multiplicar elementos de un cuadradoc nxn. Por ejemplo :
2.9 .30 .56 =
6 . 3 .40 . 42 =

12 .24 .15 . 1
6.9 .30 . 7

30240

Pero,en esta tabla,aparecen nuevas propiedades :

. Si rultiplicamos los cuatro nimeros de un cuadrado 2x2,se-
obtiene un cuadrado perfecto,;multiplican&o lcs nueve elementos de un -
cuad?adé 3x3,un cubo perfecto:;etc.éCuél es la raiz cuadrada del prime-
ro? Y la raiz cilibica del segundo? ...8Y 1a rafz novena del producto de
los 81 nfimros de la tabla completa?

. En los cuadrados que identificard el lector por las igual-
dades que siguen,se observa una diferencia de una unidad entre la suma-
corespondiente a la diagonal\\ y la relativa a la / .éEs esto ggneral?-
¢Por qué? éY si las filas y columnas no fueran contiguas?

g8
97

8 + 15 = 23 42 + 56
10 + 12 = 22 48 + 49

n
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La propiedad que sigue es muy curiosa,pues parece .tener que -
ver con ‘el sistema de numeracidn en .que Se. expresgn los nimeros. La des
cubrié Magadalena Cordero,una alumna dei CAP del curso 83-84. La enuncic
tal como ella lo hizo '

. Sefialamos las casillas ocupadas pbr loé nimeros 0,7,2,3,...

“TERWINAGOS EN O 1 2 3 4
X x : R - x
x I, X X L3
L] x ] x
[ x X L] r
| 3 » » 3
x x x x
3 F ) . " %
»® 13 x < %
X X .3 L

" = s - X
x x x x
= & x ’ ” x
13 3 L L
»® X | 4
A » »n x
3 A " x %
X x ] x
» 2 ~ [l

Todas estas tablas son doblemente simétricas. No sélo lo son-
respecto a la diagonal\\\,que,pdr‘la comutatividad de la hdltipliéaéién
era de ééperar,éino también respecto a la otra.

Inténtese enunciar esta propiedéd wds féeilmente. Y justifi -
quese. éQué pasaria si utilizarames otro' sistema de numefacién?

Y;péra tefminar.uha propiedad bastante fuerte :

. Sumemds todés los términoe de cada una de las diagonaleS'/.
Los resultados son 1,4,10,20,35,....Resultan conocidosinos Suena haber-

los visto en el tridngulo de Tartaglia. Veamcs:
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1010 5 ....... .
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/3/&/5 63849
/'//s 10 12 14 16 12
12.15 18 21 24 29
8 11 36 20 26 28 32 26
5 10 15 20 25 20 35 ko 4§
G 92 18 24 30 3¢ 42 48 Sy
T 1 21 28 35 42 41 56 63
|8 16 2432 4o'ng s6 ¢k 32
9 18 23 36 45 54 63 92 9

éSe-cumple para las demds diagonales? En caso afirmativo,enlnciese la -
. propiedad utilizandc una ncmenclaﬁura adecuada. Demuéstrese por indug -
cién.z Sabrfa el lector dar una aemoétrgcién mds constructiva?

Estas son, sélo algﬁhas delias ﬁropiedades que se pueden encon
trar. Estoy seguro de queé cada per=ona que 1ndague bhallard regularida -
des nuevas. Es un autentlco problema ablerto con p081b111dades ilimita-

das y acordes con .€l nivel,matemgtiqo‘de caga<cugl.
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