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Resumen

Palabras clave

En el presente documento planteamos y analizamgegcgines matematicas que sur¢en
cuando contrastamos resultados obtenidos usan8stama de Cémputo Algebraico con
la teoria matemética. En particular, damos ejemgios| caso del calculo de primitives.

Trabajar con este tipo de situaciones puede servephoso para la reflexion y la

ensefianza de contenidos matematicos.

Primitiva, Integral definida, Teorema Fundamenti@alculo, CAS.

Abstract

Keywords

In this paper we introduce and analyze mathemasdaktions that arise when vre
contrast results obtained by using a Computer AljebSystem with mathematicil
theory. In particular, we give examples in the ca$ethe calculation of primitives.
Working with this kind of situations can be helpffdr reflection and teaching cf
mathematical topics.

Primitive, Definite integral, Fundamental TheorefCalculus, CAS.

1. Introduccion

Los sistemas de computo algebraico (CAS, por sgisssien inglés: Computer Algebraic
System) son un tipo de software que nos permitepukan expresiones algebraicas, dibujar funciones
y operar con numeros. En el caso del calculo difead e integral existe software especialmente
poderoso y de gran ayuda tanto para el aprendizaias matematicas como para el mismo quehacer
matematico. En general, los algoritmos utilizadoesestos programas son eficientes métodos que en
ocasiones entrafian relaciones matematicas mejocicas por los expertos programadores que por

los matematicos.

También suele ocurrir que los CAS empleen métodespgoducen resultados mas complejos a
los obtenidos con lapiz y papel o incluso llegapr@ducir resultados erroneos ain en casos simples.
Nuestra experiencia y capacidad de andlisis enamssupera a los ordenadores y nos ayuda a elegir
mejores métodos para casos especificos.

Las capacidades numéricas, graficas, simbdlicas gragramacion de las nuevas herramientas
tecnolégicas, juegan un papel importante en elrdutle la ensefianza de las matematicas, no sélo
como ayuda pedagogica sino como un vehiculo paeaasuaproximaciones (Lagrange, 2005). A
continuacion, analizamos casos particulares deblmatle primitivas usando diferentes tipos de CAS.
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2. El Calculo de primitivas: CAS vs Teoria

Un teorema importante dentro del Calculo diferdneaintegral es el famoso Teorema
Fundamental del Calculo, el cual establece relasiale reciprocidad entre los procesos de integracio
y diferenciacion. Antes de citarlo, primero reconds que una funcié:[a b — R, derivable en
todo [a, b], es una primitiva de la funciéf :[a, b] - R si cumple queG'(X) = f(X) para todo

xO[aH.

Teorema Fundamental del CélculoSea f :[a,b] - R una funcién continua y sel :[a, b] - R
dada por

F(X) :j f(u)du, concO[a 4 .
Entonces

1. F esderivable en cadald[a b y ademasd-"(x) = f(X) paratodax[a b.

2. SiG:[ad - R esuna primitiva def , se tiene que
b
[fdu=GBh-qa.

a

Observacion 1:La funcién F(X) =I f (u)du del inciso 1, llamada integral indefinida, es una

Cc
primitiva de f .

Observacion 2:El teorema anterior se puede encontrar de distfioienas, en diversos libros
de Calculo avanzado. Incluso se puede encontranalera mas general para funciones Riemann
integrables (ver por ejemplo Apostol, 1998 y Spjva896). Sin embargo, es suficiente citarlo aqui
para funciones continuas.

La férmula
b

[fdu=GBH-qa

a

nos ofrece una herramienta para calcular integratesun intervalo, razon por la cual resultan
importantes los famosddétodos de Integracigrgue no son otra cosa que métodos para encontrar
primitivas de funciones.

Algunos de los métodos de integracidon mas populguessuelen estudiarse en los primeros
cursos de Célculo son:

1. Identificacion de integrales inmediatas.

2. Integracion de funciones racionales, mediante $aataposicion en fracciones simples.
3. Integracion por partes.

4. Cambio de variable.

Para el caso del calculo de primitivas el CAS tassér una herramienta eficaz ya que en la
practica puede facilitar calculos engorrosos. Caimg2005) comenta, por ejemplo, que:
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...el uso del software (Derive y Maple) proporciona importante

instrumento para que los estudiantes puedan ldb@d@smemorizar férmulas
o procedimientos de calculo, aunque es fundamestier en cuenta que los
estudiantes necesitan un cierto tiempo para madyraesarrollar una

comprension conceptual segura de los conceptossiac prestar atencion
al proceso de transformacién y relaciéon que puesigablecerse entre las
representaciones gréficas, algebraicas y numéficasiacho, 2005, pp. 108)

Sin embargo, existen casos donde los resultado€Ai8l difieren a los obtenidos con lapiz y
papel usando la teoria, lo cual puede influir dedias maneras. Lo idéneo es analizar el porqué de
esta diferencia.

En la siguiente seccion ilustraremos con algunosmejos, situaciones matematicas
relacionadas con el calculo de primitivas en ddndeesultados obtenidos con el ordenador difieren
de aquellos obtenidos de “manera natural” con I§ppapel. Estas situaciones pueden servir para
analizar y profundizar conceptos matematicos efipesi del Célculo tales comacélculo de
primitivas, integral definida, constante de integitmn, continuidad de funciones y el Teorema
Fundamental del Calculo.

Para nuestro analisis hemos utilizado tres herraasede CAS: los program&erive 6.0y el
Scientific Work Place 4.0y el sitio de acceso libi&/olframAlpha (basado efMathematica: para
mayor informacion acerca de este sitio consultapdagina http://www.wolframalpha.cony/ Es
importante sefialar que no se trata de casos asslaihm de ejemplos particulares de una familia de
situaciones que muestran fendomenos similares.

2.1. Situacion matematica |

Como primer ejemplo consideremos el problema deutzl

j COS X dx

senx CoxX

Es posible que esta integral sea uno de los pragercicios de integrales inmediatas en un
curso de calculo elemental. No se requiere mucparencia para mirarla en la forma

cos X
sen@

J' COS X

dx= ZJ'
Senx cox

dx,

asi que alguien que inicia sus estudios de méeldsegracion, seguramente escribira

CcosS X
sen@

J‘ﬂ dx=log(sen 2} C.

dx= ZJ-
Senx cox
Alguien con mas informacion o més reflexivo escfibi

cos 2
sen®

j COS X

dx= ZJ'
senx cox

dx=log|senX + C.
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En la Tabla 1 se muestran los resultados obtenitlasando el CAS.

CAS Resultado

COS(2.x0
#2: _— dx

Derive SIN(x)-C0S(x]
#3: ZoLNCSINGD) — LNCTANCxDD
cos(2 x) )
WolframAlpha r— dx = log(sin(x)) + log(cos(x))
< Slnix) cos(x)

Scientific i cos2x)

1
dx ==In(2-2cos4x
WorkPlace sin X cosx 2 ( )

Resultado I COS X

L dx=log|senX }C
teorico senx CoX

Tabla 1. Diferentes resultados del CAS para el calculorgeprimitiva

Ademas de las diferencias de forma en estas rdaguéambién hay diferencias de fondo.
Primero veamos las diferencias de forma: ¢Nos éramons ante cuatro expresiones diferentes del
mismo resultado? ¢De los cuatro, hay algin mejsultedlo? ¢En qué sentido seria un mejor
resultado?

Quiza al principio pueda parecer un problema difijpues podria considerarse como un
problema de equivalencias de expresiones en dpadea,probarlas, se requiere cierta destreza en el
manejo de identidades trigonométricas para tramsfiorcada una de ellas en cualquier otra. Una
estrategia, quiza la mas simple, sea derivar tomiembros de la derecha y mostrar que en todos
los casos se obtiene el integrando. La insuficeedei este procedimiento radica en que ademas deben
analizarse los dominios de las funciones involuasad

Al derivar y simplificar (también se puede utilizlrCAS para simplificar esta laboriosa tarea)
los resultados anteriores obtenemos:

i(2Iog(sen><)— lod tarx))z Zcot—;: ZCODQ:Lsz(
dx senx cox SeX COs
~Senx  Co_ cos®

d —
&(IOQ(COSX)"' log( serx)"'C)— COSX Serx semx COs

i(llog(Z— 20054()} = 200t2=L52(
dx\ 2 senx cosx
i(Iog|sen A+C) __Cosx
dx senx cosx
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Lo anterior podria convencernos de que los resadtadn correctos, ya que las derivadas de las
funciones del miembro derecho son iguales al iatedp. Probablemente no es una respuesta que nos
deje satisfechos, pues quiza algunos deseen eerifie ciertamente cada resultado es transformable
en cualquier otro. No es una tarea facil, por eltrewio, pueden presentarse algunas dificultade®, p
ofrecen una magnifica oportunidad para revisarnglguelaciones trigonométricas y propiedades de
los logaritmos. La transformacién de un resultadootro requiere del importante concepto de
constante de integracion, ya que los resultaddserde ser funciones que difieren en una constante.
En este momento aparece la constante de integre@ndo un concepto relevante.

1]

a) log(cosx)+ log senx)
2log(serx) - log tarx)

T

b) Iog(|sen 2<|)

AWA WA WA

IS

AvAvaYa

c) %Iog(Z—Zcos{ 4))

Figura 1. Graficas de los diferentes resultados: a) WolfrgghA y Derive,
b) Tedrico y c) ScientificWorkplace

o

Figura 2. Gréfica de
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Ahora veamos el problema de fondo: Los resultadsnedos por los distintos programas nos
ofrecen respuestas diferentes. Una manera de ocmwes de estas diferencias es mediante las
graficas que los mismos programas nos proporciguan Figura 1). Como podemos observar, la
solucion teorica es mejor que lasWelframAlpha y Derive, pues las respuestas de estos Ultimos no
estan definidas en el mismo dominio que el intedpagFigura 2). Por otra part&cientific
WorkPlace ofrece una solucién que difiere solamente en onatante.

2.2. Situacion matematica
Consideremos ahora el calculo de

j tanx

—F—dx.
log(cosx) X

Un estudiante que ya ha adquirido un poco de expeid con integrales inmediatas, podra
darse cuenta que la integral anterior es de ggieyta que puede escribirse en la forma

_[u®
Iu(x) dx

Al realizar los célculos de manera inmediata eshfo#egar al siguiente resultado:

Iﬂ dx = _I@ dx=-log(u )+ C=-log(log(cos x)}- C
log(cosx) u (x)

La respuesta que preseniaerive y WolframAlpha es la misma (Tabla 2).

CAS Resultado
TANCxD

#5: J —  dx

Derive LOG(COSEx))
#5 — LN{LN{COS{xD0)
tan(x)

WolframAlpha r— dx = —log(log(cos(x)))
. loglcos(x))

Tabla 2.

Al parecer usan el mismo algoritmo y aparentemeotl® esta correcto, pero analizando
cuidadosamente el integrando, observamos que ediddd solamente cuand®<cosx< 1y
ademas en este caso se tidg(cosx )< (, asi que no esté definidog(log(cosx )) en los nimeros
reales. Esto significa que es incorrecta la regpues

I tanx

mdx: —log(log( cosx)) + C.
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Para precisar lo anterior, la funciéifX) =log(cosx ) tiene por dominio un conjunto

I =U

ndz

(4n—1 In+1 j
Vi
2 2

(ver Figura 3). Pero lo mas importante es que slisres son negativos, por lo que la funcion
F(x)= —Iog(log( Cosx)) tiene por dominio el conjunto vacio.

Figura 3. Grafica deu(X) =log(cosx)

Por otra parte, la funcior (x) = tanx/ log( cosx) tiene por dominio la unién de intervalos de
la forma

(4n—1 dn+1 j
T, T
2 2

con excepcion de los punt@i 77 (ver Figura 4). Es decir, el dominio de la funcibnes el conjunto

J= U(4n2 1n ijD 2m4nTl

ndz

J Uy Ul

tanx
log( cosx)

14

Figura 4. Gréfica de f (X) =
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La funcion f es continua en su dominio. Si se restringe a tamvalo cerrad({a, b] UH, el

Teorema Fundamental afirma que existe una priméivadicho intervalo. El problema al cual nos
podriamos enfrentar es el de poder expresar esatipai en términos de operaciones finitas de
funciones elementales, es decir, es posible gpérfativa no sea elemental. Sin embargo, este no es
el caso, porque podemos hallar una primitiva eleéahesimplemente debemos utilizar de manera
adecuada la expresion

j%dleog(u(x)% C.

Es importante resaltar que la anterior expresidrvadisla cuandou(x) >(0. Para ser mas
precisos, deberia escribirse de la siguiente manera

j%dleog‘u( X|+ C

Considerando lo anterior, la respuesta a la qgarh®s es la siguiente

t s
I%dx:—j%dx:—loq L3+ C=—logllog(cos § + ¢

Y Y

4

Figura 5. Grafica de—log‘ Iog( COS()‘

Como hemos observado, si se aplica un método pdsalar primitivas de manera automéatica
(usado como un algoritmo sin reflexion previa), grods llegar a soluciones incorrectas. Ademas, en
este caso, \Wolframalpha ni Derive nos ofrecen una respuesta apropiada.

2.3. Situacion matematica Ill

Otra situacion interesante se presenta en el calag primitivas de la forma
.[R(senx,cosx) dx, dondeR(senx,COS() es una funcion racional en las funciones sencgrm

Supongamos, por ejemplo, que deseamos calculatelgral definida
2
J’;dx

5+ 3cosx

0
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Para ello, es suficiente encontrar una primitiva idegrando y asi hacer uso del Teorema
Fundamental.

. . . X i : .
Usaremos el método de cambio de varlabletanz (un método muy socorrido para este tipo

de funciones, el cual suele encontrarse en divditsos de Calculo, ver por ejemplo: Granville, 191
pp. 343-344; Hirst, 2006, pp. 195-196; Spivak, 1996531-532).

Con este método encontramos la “primitiva”:

F(x) :larcta 1 tar |.
2 2 2
Por lo que, usando la segunda parte del Teoremdafmantal, tenemos

2
J';dx: F(2m)- F(0)=0
, D+ 3cosX

ya quetan( 27) = tar{ Q= (y arctar( = (

Aqui surge un problema, debido a que el integraaglana funcién continua y positiva en el
intervalo [O, 271] por lo que el valor de la integral debe ser pasitio cual es contradictorio al
resultado obtenido (ver Figura 5). De hecho, abvdé la integral es

0.6

Figura 6. Area bajo el integrando

En este caso, la aparente contradiccion se debe &dprimitiva” F no esta definida en los
puntos de la formax=(2n+1)ﬂ, con n un entero. En particula no esta definida en
m0[0,271] . Asi que F no cumple con la condiciorF'(x) = f(x) para todaxO[0,27].

Propiamente dichof- no es una primitiva del integrando en el interva[@, 27T] .
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Podemos afirmar qué es una primitiva del integrando soélo si se regéia ciertos intervalos
cerrados, es decif; es una primitiva en el intervalo cerrabm b] U |, donde

I =U((2n-)m(n+ 7).

ndz

=1

Figura 7. Gréfica de la funciof

Ahora, utilicemos el CAS para calcular una pringitivPor una partefWolframAlpha nos
muestra el siguiente resultado

1 1 _ x
urm dx = —5 tan 1(2 cut[i))

el cual tampoco nos sirve para evaluar la intedgéihida ya que la funcion
__1 o
H(x)——Earcta 2¢ 5

no esta definida en los puntes= 277 y X, =0. La funcionH no es una primitiva del integrando en
el intervalo[O, 277]

-1

Figura 8. Grafica de la funciom
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Observacion 3: Es posible incurrir en una falsa creencia acercdadeontinuidad de las
funcionesF y H (mencionadas anteriormente), debido a las grafjuasobservamos en las Figuras
5y 6. Como las gréficas estan formadas por trogegposible pensar que estas funciones no son
continuas. Sin embargo, esto no es asi. Ambasdo@sson continuagn sus dominios. No debemos
olvidar que, en la definicion de continuidad sesid@ran los elementos pertenecientes al dominio de
la funcion (ver Apostol, 1998, pp 160-161 y Spiva896, pp. 141-144). En este caso, es facil ver que
los dominios deF y H son

l=U((2n-)m(n+)m) y I=U(20v,2(n+ D7),

ndz ndz

respectivamente. Ciertamente, por ejemplo, si $mete las funcionesk y H de la siguiente
manera:

1. F(x)=%arctar(—; taﬂ)éj parax#(2n+1) 77y F(x) =0 parax=(2n+1) 7.

2. H (x)=—%arctar( 2co§j parax#2(n+1) 77y H(x) =0 parax=2(n+1) 7.

Entonces, en este Ultimo caso, ambas tienen cominaoa R y ademas son discontinuas en los
puntosx =(2n+1) 77y x=2(n+1) 7z, respectivamente.

Ahora continuemos con la busqueda de una primi8vatilizamos en esta ocasiDerive, este
programanos muestra lo siguiente:

1
#E: v
5+ 3.C050x>

SINx)
ATAN
#9: ® CO5(x) + 3
4 2

Con este resultado, definimos la funci@nR — R como

Esta funcion es una primitiva del integrando, lal@odemos utilizar para evaluar la integral deni
ya que esta definida en todos los reales y panitwtes posible aplicar el Teorema Fundamental:

_ T

T—l dx= G(27) - G(0) )

», D+ 3C0oSX

porqueG (277) =
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Observacion 4:Es posible utilizar la funcién
F(x) “Lorcta L s
2 2 2

para evaluar la integral definida en el interva[@,Zﬂ] pero haciendo algunas consideraciones.

Primero, utilicemos la propiedad aditiva de lagné para partirla en los intervalp®, 77] y [ 77, 271].
Entonces tenemos

2 T 2
[t aeft gef—t o
5+ 3Ccox , of 3Co% - % 3cos

0

Ahora, para poder evaluar las dos integrales disfindel lado derecho es necesario usar una version,
mas general, de la segunda parte del Teorema Fent@rApostol, 1974, pp. 207-208):

Teorema 1:Seaf :[a,b] — R una funcion continuay se@: | — R una funcién derivable tal que

G'(x)= f(x) paratodoxO1, conl un intervalo abierto o semiabierto. Entonces segien los
siguientes casos

1. Si 1 =(a,b) y los limites G(a+)=1im G(X y G(b-)=lim G(X existen,

-b

entonces.T f(x)dx= G(b-)- q at).

2.Si | :[a,b) y el limite G(b-) :1ifrt)|_ G(X  existe, entonces
b
[ f(9dx=G(b-)- ¢ 3.

3.Si | :(a,b] y el limte G(a+)=lim G(X existe, entonces

b

[f(9dx=G(B- | a).

a

De esta manera, debido a que

F(x)= e

_5+3c09<

para todox0[0,77) O (77,271] y ademas los limite§ (77-) y F(77+) existen, entonces, por los
incisos 2 y 3 deleorema 1,tenemos

T;dx: F(77-)- F(0)+ F(2m)- F(m+) =

U
», D+ 3C0SX 2
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yaqueF (0)=F(27)=0, F(m-)=
De la misma forma, la funcion
__1 of
H (x)=-=arctar] 2c
2 2
se puede usar para evaluar la integral definidgueor

H'(x)

_ 1
5+ 3cosx

para todox (0, 277) y los limitesH (277=) y H (0+) existen. Por lo tanto, por el inciso 1 del
Teorema 1, tenemos

T;dxz H(277-)- H(o+):’—72

, D+ 3CcosX
porqueH (277-) :77: y H(0+)= —77:.

3. Comentarios finales

Mucho se ha escrito sobre el gran potencial quecefel uso de los CAS en el aprendizaje de
las matematicas, pero poco se escribe sobre ldepnatica que se crea cuando estos sistemas no
generan los resultados esperados o presenta desuliparentemente incorrectos. La existencia de
estas situaciones tiene su parte positiva porqeelgru aprovecharse como una oportunidad para
profundizar en los contenidos matematicos.

Los ejemplos aqui expuestos muestran situaciortesesantes en relacion al calculo de
primitivas. En primera instancia, mostramos queakyunos casos los resultados del CAS no son
apropiados, mientras que la teoria nos da meje®dtados (un hecho practicamente obvio). En
segundo lugar, las situaciones aqui presentadagpal#ta para considerar y analizar varios hechos
importantes, por ejemplo: 1) no siempre existe pien de una funcion a pesar de que esta sea
integrable (en el sentido de Riemann); 2) no siemsgiste una formula para expresar una primitiva de
una funcién con operaciones finitas de funcionemehtales y 3) no siempre se pone atencion a los
dominios de las primitivas.

Por dltimo, en la tercera situacion, hemos observpg al usar la teoria nos encontramos con
un resultado inadecuado mientras que, usando telteia (en este cadderive), obtenemos un
resultado mucho mejor el cual podemos utilizar madaular una integral definida. El uso del CAS
hace que surja una problematica antigua existesrte que no esté explicita en los libros de Calculo:
el método de integraciéon que se refiere al clasiambio de variableu =tany; no es valido para

ciertos intervalos El problema radica en que nos proporciona unaidan(aparentemente una
primitiva) que no esta definida en el mismo intéswdel integrando y por esta razén resultaser
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una primitiva y este hecho puede ser usado para analizar lascmes necesarias para aplicar el
Teorema de Cambio de Variabhléssta revelacion solamente es una de varias gqeaepuresentarse
mientras se estudia matematicas con el uso del CAS.
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