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Resiimen: En este trabajo se consideran los efectos de la inhibicion
fuerte y la cosecha sobre una poblacién aislada, modelada por una ecuacién
de Riccati de grado tres. Se prueba la existencia de soluciones acotadas sobre
R, con su respectivo comportamiento asintético. Ademds se demuestra la
existencia de tres soluciones T-periddicas si los coeficientes son T-periédicas.
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Abstract: In this work are considered the effects of the strong inhibition
and the harvesting on an isolated population, modeled by a Riccati’s equation
of degree three. The existence of bounded solutions is proven on R, with
its asymptotic behavior. The existence of three T-periodic solutions is also
demonstrated if the coefficients are T-periodic.
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1 Introduccién

En este trabajo consideramos la ecuacion diferencial no auténoma:

2'(t) = a(t)z(t) — b(t)z(t)’ — c(t) (1)

Esta ecuacion diferencial modela el comportamiento de una poblacién aislada
donde el efecto inhibidor de la propia especie es fuerte y ademds hay cosecha.
Todo esto en la misma linea con que se realizaron los trabajos [3],[4] y [5].

En este caso a(t) es el coeficiente de crecimiento, b(t) es el coeficiente
de inhibicién y c(t) es la rata de cosecha. Tales funciones son continuas en
R, acotadas superior e inferiormente por constantes positivas. Asi mismo
denotamos por a;, = inf{a(t) : t € R} y ay = sup{a(t) : t € R}, y similar-
mente tenemos by, byr, ¢y, y cp. Denominaremos I, al intervalo maximal de
existencia de una solucién z(t) conteniendo al cero.

En el caso auténomo tenemos los siguientes resultados:

(A) Si a® > g:_cj , hay tres puntos de equilibrio: «@;, a3 y a3 con
a3 < 0 < o3 < oy, y el comportamiento de las soluciones z(t) de
(1) depende del tamaiio inicial de la poblacién z(0) = z, en la forma
siguiente:

(i) Si zo > a, , entonces I, = (f,00) con B < 0, z(t) decrece;

tl_l}!glo zt) = y tl_l’lﬁn+ z(t) = oo.

(i) Si @y < zy < vy , entonces I, = R, z(t) es acotada y creciente;
tl_l{g z(t) =y y Jim z(t) = .

(iii) Si a3 < g < ay, entonces I, = R, z(t) es acotada y decreciente;
tl_l’rg z(t) = a3y tlir_n z(t) = ay.

En (iii) hay extincién de la especie en tiempo finito, de manera
que ay es el nimero critico de extincidn.

(iv) Si z¢ < a3 , entonces I, = (B,00) con B > 0, z(t) crece,
lim z(t) = a3 y lim z(t) = —o0.
t—o00 t—0+
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Finalmente tenemos que z,(t) = a; y z3(t) = a3 son atractores posi-
tivos, y z5(t) = a, es atractor negativo.

(B) Si a® = 27;’“2, hay dos puntos de equilibrio @y = @, y a3, con:

o) = ay =a >0 > a;. En este caso si:

(i) Si 79 > «,z(t) tiene el mismo comportamiento que A (i).

(ii) Si a3 < zp < «, entonces I, = R, z(t) es acotada y decreciente,
lim z(t) = a3 y lim z(t) = . En este caso hay extincién en
t—o0 t——o0 .,
tiempo finito, siendo « el nmimero critico de extincion.

(iii) Si o < a3, entonces z(t) tiene el misimo comportamiento que A
(iv). En este caso z(t) = « no es atractor positivos ni negativo,

mientras que z(t) = a3 es atractor positivo.
(C) Sia®< #, hay un punto de equilibrio o < 0. En este caso:

(i) Si zo > @, z(t) tiene el mismo comportamiento que A (i) y B (i).
Hay extincién aunque zo sea muy grande.

(i1) Si zp < a,z(t) tiene el mismo comportamiento que A (iv) y B
(iii). En este caso z(t) = « es atractora positiva.

Nota: En realidad no se pierde generalidad al estudiar el modelo (1) en lugar
de

y'(t) = Ay(t) - By*(t) - Cy’(t) - D (2)
pues haciendo y(t) = z(t) — 3%; en (2) nos resulta (1), con:
B? -B AB 1/B\' B
= — A : — . e — —_—
o=ggtAib=Cic=gmtDrim-3(z) *+ o

donde se pide que £ sea derivable en R.

El propésito fundamental de este trabajo es estudiar (1) en el caso en
que:

27
aj > —4—ch§, (bitrisecante) (3)

2 Lemas Preliminares
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Consideremos las siguientes ecuaciones diferenciales auténomas de Riccati:

z'(t) = apx—byx® —cy (inferior) (4)
z'(t) = amx —brz® —c;, (superior) (5)
Bajo la condicién (3), tanto ¢y, = ar,x—baz®—car como ¢ = aprz—bra’—cy,

tienen tres raices reales distintas : «apy > a2 > 0 > g3y
app > apge > 0> apgg, pues:

27
4

En cuanto a la posicién relativa de las raices tenemos los siguientes casos:

3 3 2 2
Qg Z aj, > 'z‘bh,{CM Z ch[,

(I) Sia(t) y b(t) son constantes, entonces:

oz < apz <0< ape < apy <apy < ap

(IT) Si a(t) o b(t) no son constantes, entonces existe T < 0 tal que
#1.(Z) = dm(Z), tal T es 1nico, en cuyo caso se pueden presentar tres
subcasos, en cuanto a la posicion relativa de T respecto de ay3.

(II.1) Z> a3, y entonces:

a3 < o3 <T<0<apm <ap <ap < apm
(I1.2) Z = a3, y entonces:

T=amy =3 <0<am <ar <oy <am

(I1.3)

8

< ar3, y entonces:

IT<opi<amz<0<apy <ap <ap <ap

Observemos que en cualquier caso, siempre se cumple:

ape < arg < ap < am

Lema 2.1 Sea z(t) una solucién de (1) tal que z(t)) = zo > Z, y sean
z(t) y Tm(t) las soluciones de (4) y (5), respectivamente, tales que :
Tar(to) = zL(to) = To. Entonces:
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(a) z(t) < z(t) < zp(t) Vte I,NI, NI, Nty,00).

(b) zm(t) < z(t) < zp(t) Ve NIy NIz, N (—o00, to).

(Si zp < Z, (a) y (b) se intercambian).
Demostracién: Vea [2,pp. 26-27]

Lema 2.2 Si z(t) es una solucién de (1) tal que zo > aa, entonces
I, = (B;,00) con B; < 0. Ademds z(t) > ayy Vte I, y z(f) = oo.

Demostracién: Sea zp(t) una solucién de (4) y zum(t) solucién de (5)
tales que z.(0) = zp(0) = zo. Del caso auténomo sabemos que

IX:, = (,B[,,OO),IIM = (ﬂM,OO) con ,BM < ﬁl;- Ademas si I:l: = (ﬂzs')'z)
entonces por 2.1:

zL(t) < z(t) <zm(t) Vie [0,7s)
IBM(t) < :E(t) < z,,(t) Vt € (ﬂL,O] N (ﬂz,O]

Como: ar, < z1(t) < z(t) < zm(t) < zm(0) en [0,7,), tenemos que v, = o0o.

Asf mismo si B; = —o0, nos quedaria z(By) > Tm(By;) = 00, lo que es
una contradiccién, luego: —oo < (; < 0. Razonando de manera similar ,
tenemos : Ox; < Ox . Ademds: z(8}) = oo y como z(t) > z.(t) >

ar,Vt > 0y z(t) > zm(t) > am > apy en (B, 0], entonces: z(t) > ay,,
vVt € I, = (B;,00).

Lema 2.3 Existe una solucién z(t) de (1) tal que ar; < z(t) < aa
enRe I, =R.

Demostracién: Sea a € [ari,am] y sean z,(t),zr,.(t) y zm,(t) solu-
ciones de (1), (4) y (5), respectivamente, tales que z,(—n) = X (-n) =
tm,(—n) = a. Claramente I, = (B1,,,0),Iz,, = R e I, = (fn, ), con
—n € I,,. En [-n,v,) tenemos: a;; < z,(t) < z,4(t) < zu, () < ap,
luego 7, = 00, 0 sea ar; < z,(t) < ap,Vt € [-n,00), y en consecuen-
cia {z,(0)} es acotada, luego existen {z,,(0)} y zo € [ar1, anm] tales que
{zn,(0)} — zo. Sea z(t) la solucién de (1) tal que z(0) = =z, luego existe
una subsucesién de {z,,} (la cual denotaremos igual), tal que z,,(t) con-
verge uniformemente hacia z(t) es subintervalos compactos de I, = (0, 7z)-
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Luego z(t) estd definida en todo R, es decir, §, = —oo, y por lo tanto:
ary < z(t) < am, Vit € R.

Lema 2.4 Sea z(t) una solucién de (1) tal que ar, < x(0) < «y,, entonces
I. =Ry apz < z(t) < am,Vt € R.

Demostracién: Sea b € [ar2, am2], y ©(t),z1(t) y zm(t) soluciones de (1),
(4) y (5), respectivamente, tales que z(0) = z1(0).= zp(0) = b. Entonces
I::L = I:l:M =R,y

ary < zp(t) < z(t) <zm(t) < ap VL€ [0,7,)

amz < Tm(t) < z(t) < zp(t) < an YVt e (6;,0]

Luego: apm < z(t) < apn,Vt € I, por lo tanto I, = R.

Lema 2.5 Existe una solucién z(t) de (1) tal que I, = R
y apme < z(t) < ars,Vt € R. Ademds cualquier solucién z(t) de (1) con
ame < z(0) < ai; estd definida en todo Ry a13 < z(t) < aa, Vt € R.

Demostracién: Sea z(t) una solucién de (1) tal que aps < z(0) < ay,, sea
zr,(t) una solucién de (4) y zum(t) una solucién de (5) tales que
z1,(0) = zm(0) = z(0). Como I, = I;,, = R, entonces:

aps < zp(t) < z(t) <zm(t) < amr en [0,7;)
ars < amz < oum(t) < z(t) < z(t) < apy < ap en (G, 0]

Luego, I, =Ry ar; < z(t) < am,Vt € R.

Ahora sea b € [am2,ar2] y sean z,(t),z1,(t), zm, (t) las soluciones de
(1),(4) y (5) respectivamente, tales que z,(n) = .z1,(n) = zum,(n) = b.
Entonces en (f,,n] tenemos: apz < Ty, (t) < z,(t) < 71, (t) < g, luego
fn = —00. O sea apy < z,(t) < ay3, parat € (—oo,n]. Argumentando en
forma similar que en el lema 2.3, tenemos que existe una solucién z(t) de (1),
talque I; =Ry aps < z(t) < ar2 Vt € R.

Lema 2.6 Si ayms > a3 (Casos I, I1.2 6 I1.3) y z(t) es una solucién de (1)

tal que aps < £(0) < ape, entonces I; = Ry ar3 < z(t) < ar, para cada
t € R. (En el caso I1.3, tomamos a3 < z(0)).

172

g
£
2
£
S
J
<]
4
1
=
8
2
£
s
8

© Del documento, de los autores. Digitalizacion



Demostracién: La prueba es similar al lema 2.4.

Lema 2.7 Si apys < a3, entonces cualquier soluciéon de (1) tal que
ar3 < z(0) < ap, estd definida en todo Ry apms < z(t) < ars Vt € R.

Demostraciéon: Sea a, € (I, apm2), sean z(t),z.(t) y zam(t) soluciones de
(1),(4) y (5) respectivamente, tales que z(0) = z.,(0) = zp(0) = a,.

En (8z,0] tenemos: ams < arz < zm(t) < z(t) < zL(t) < are.
Asi mismo, como a; > I, existe t; > 0 tal que en (0,%,] N [0,~;) se cumple:
ams < arz < zr(t) < z(t) < zm(t) < ame
Mientras que en (t,00) N [0, 7yz):
apmz < Tp(t) < z(t) < zp(t) < ars )
entonces z(t) es acotado en I, y por lo tanto I, = R. De manera que:
apmz < z(t) < apy VtE€R

Sea a; € [ar3,Z) y sean z(t), zL(t) y Tm(t) soluciones de (1),(4) y (5) respec-
tivamente, tales que z(0) = z1,(0) = zm(t) = as.

En [0,7;) tenemos: aps < zum(t) < z(t) < z1,(t) < ar2

Como ay < Z, lim z;(t) = ar2 > amz = lim z)(t), entonces existe
t—-—o0 t——o00
t2 < 0 tal que en (t2,0) N (G;, 0] se cumple:

aps < arz S z(t) < z(t) < Tm(t) < ane
Mientras que en (—o0, t;) N (B, 0] se tiene:
apms < zm(t) < z(t) < zr(t) < ar

Finalmente: ayms < arz < zr(t2) = Tm(t2) < ame; luego tenemos que: z(t)
es acotada en I, y por lo tanto I, = R. Asi mismo:

apg < x(t) <ar, VtER
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Por tltimo, si z(t) es solucién de (1) tal que z(0) = Z, tomamos a, y ay
tales que: ar3 < ay < T < a; < g, entonces para z;(t) solucién de (1)
con z(0) = a;, tenemos por unicidad que aps < z2(t) < z(t) < z,(t) < @
Vt € I,. Luego I, = Ry am3 < z(t) < a2,V t € R.

Lema 2.8 Si a3 < s, existe una solucién z(t) de (1) tal que I; = Ry
ars < z(t) < aps; mientras que si ays < arg, entonces ays < z(t) < a3
en R. Si ap3 = ay3, entonces la solucién z(t) que pasa por «pr; estd definida
en todo Ry z(t) < L, Vt e R.

Demostracién: Tanto en el caso I, como en los casos II.1 y I1.3, podemos
proceder de la misma forma que en el Lema 2.3. Si am3 = ar3 = Z, tomamos
{an} en (ams,am2) tal que a, — Z. Si z,(t) es solucién de (1) tal que
7,(0) = an, como a, — Z, entonces existe una subsucesién {z,,} tal que
converge uniformemente a Z(t) solucién de (1) tal que Z(0) = Z, en compactos
de R, luego I; = R. Ademds por el Lema 2.6, a3 < z,(t) < ars, luego
ars < Z(t) < argz en R.

Lema 2.9 Si o3 v < amsz y z(t) es una solucién de (1) tal que
z(0) < ars, entonces existe 3, < 0 tal que I, = (f;,00),z(t) < apmz en I, y

lim z(t) = —oo.
t—0F

Demostracién: Si ¢(z) > 0,Vz € R entonces a3 < aps, y tomando
zr(t),zm(t) soluciones de (4) y (5), respectivamente, tales que z,(0) =
zm(0) = 2(0), se puede probar que I, = (B, 00) con By, < f; < Pu, ya
que en [0,7;):

z(0) < zp(t) < z(t) < zm(t) < ars < aums

Mientras que en (f;,0] se cumple: z(t) < z.(t) < ar3 < ams. Luego
z(t) < aM31Vt € (ﬂ:, 00) y 11m+ IL‘(t) = —00.
t—f2

Por otra parte, si existe Z tal que ¥(Z) = 0 y a3 < aums, entonces
T < ar3 < ayms. Sea z(t) solucién de (1) tal que T < z(0) < ay3, usando
el mismo razonamiento que en el caso anterior, tenemos que existe 3, < 0
tal que I, = (8;,00), pero esta vez resulta: By < 0, < B, pues T, y Tp

se cruzan en t; = 0 y en un cierto t; < 0. As{ mismo lim+ z(t) = —o0 y
t—f07
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$(t) <aumsz Vtel, = (ﬂz,OO), pues

en [0,00) :z(t) <zm(t) < ams
en [ty,0) :z(t) <z,(t) <oz < aps
yen (B ty) :z(t) <zpm(t) <zpm(0) < gy < apms

Al mismo resultado se llega si z(0) = < «y3, con By < B < fr. Asi
mismo si z(0) = T < «y3, tomando ay, a; tales que: a, < T < ay < 3, para
z,(t) y z(t) soluciones de (1) cumpliendo con z;(0) = a;(i = 1,2) se tiene
que z,(t) < z(t) < z5(t) < apmz Vt € I, NI, N I, pero siguiendo el mismo
esquema de demostracién tenemos que v, = 00, ya que vz, = Yz, = 00. Asi
mismo: —o00 < [z, < fr < fBg, y lim z(t) = —o0.
t—+4

Finalmente si a3 = a3, entonces a3 = apz = Z. De nuevo para z,(t)
y zm(t) con z1,(0) = zpm(0) = z(0), entonces: zyp(0) < zpm(t) < z(t) <
zr(t) < apz en [0,7,), luego v, = oo, ademds como fB;, > Py > —o0,
entonces 3, > (3, > fu > —oo y z(t) < aysz, para todo t € I, = (f3;,00).

Lema 2.10 Si ap; < ar3 y z(t) es una solucién de (1) tal que z(0) < aprs
entonces existe 3; < 0 tal que I, = (f3;,00) y z(t) < aps VYt € I,.

Demostracién: El razonamiento es similar a los anteriores, con
—00 < By < B <P <0, yaque ays < ary <Z.

3 Existencia de Soluciones Acotadas
y Comportamiento Asintético

Teorema 1 Dada la ecuacién diferencial (1), bajo la condicién
aj > 2Tbyc},. Existen soluciones X;(t)(i = 1,2,3) acotadas en R tales que
X3(t) < Xg(t) < Xl(t) y con d(Xl,JY2,) > o —a >0y
d(X2, X3) > apma — max{ars, am3} > 0 si arz # ayms. Por otra parte si z(t)

es una solucién de (1) con:

(i) z(0) > X;(0), entonces existe B, < 0 tal que I, = (f;,00),
lim z(t) = o0y Jim [z(t) = X (t)] = 0.

t—-»ﬂ:
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(i) X2(0) < z(0) < X,(0), entonces I, = R con :]HEO[X' t)—z()] =0y
Jlim [z(0) — Xa(8)] = 0.

(iii) X3(0) < z(0) < X5(0), entonces I, = R con ‘l_ifgo[x(t) - X3(t)] =0y
Jim [X5(t) — z(t)] = 0.

(iv) z(0) < X3(0), entonces existe B, < 0 tal que I, = (f3;,00),
lim z(t) = —oo y lim[X3(t) — z(t)] = 0.
t—)ﬂ:' t—o0

Demostracién: Sea Q; = {z(t) : solucionde (1)conI, = Ry

z(t) > ape,Vt € R}. Por el Lema 2.3, existe una solucién z(t) de (1) tal
que I, =Ry ap < z(t) < am Vt € I,. Luego apz < ar < z(t), por lo
tanto z(t) € €, y por lo tanto §; # .

Sea O\ = {z(0) : = € ©}. Por el lema 2.2, ap es cota superior
de Q(lo). Asi mismo z(0) > amq,Vz € Q, luego existe dpr; = sup Q(lo) y
Q1 = inf Q.

Asi mismo, si ¢ € [ar2, 1] y z(t) es una solucién de (1) tal que
z(0) = c, entonces por el lema 2.4, tenemos que I, = Ry apg < z(t) < ap
Vt € R, luego z(t) € Q,, y por lo tanto z(0) = z € Q9 luego
[, o] C Q(‘O), de aqui tenemos: 0 < 5, < Q. Probemos que
{Qp1,2mn} C Qso).

En efecto, sean X,(t) y X2(t) soluciones de (1) tales que X;(0) = Qp,
y X2(0) = Q. Como Qpy = sup Q(IO), existe una sucesién {a,} en Q(,O)
tal que a, — Q. Sea {z,(t)} una sucesién de soluciones de (1) tales que
z,(0) = a,; por unicidad z,(t) € Q, y por lo tanto I,, = Ry
zn(t) > apmz VYt € R. Luego existe una subsucesion {z,, } tal que z,, (t) con-
verge uniformemente a X,(t) en cada subintervalo compacto de R, entonces
Ix, = Ry Xi(t) > am, luego X; € @, y por lo tanto Qp € Qso)_ En
forma similar demostramos que €, € Qsﬂ).

Por los lemas 2.2 y 2.3, tenemos que: ar; > X;(t) < aam VYt € R. Por
el lema 2.5, resulta: apmys < Xs(t) < arp. De lo anterior, tenemos:
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Xi(t) = Xa(t) > ap1 — arz > 0, luego d(X,, X2) > ary — arz > 0. Sea
Qy = {z(t) : z(t)es solucién de (1),I, = Ry z(t) < ay,Vt € R}, por el
lema 2.5, tenemos que §2, # (). Sea (2.(20) = {z(0) : z € Sy} y supongamos
que a3 < aps;. Por el lema 2.8, on estd acotado inferiormente por «y 3, y
por la manera como doﬁrmnm Q, tonemnq que (r72 s una cota superior de
Q(O) Sean (2p9 = sup (2 y Qo = "‘”lz , por el lema 2.6, probamos que
[ears, anra) € Yy por lo tanto Qppy > 7. Sean X3(t) la solucién de (1)
tal X;(0) = Qa2 y X3(t) la solucién de (1) tal que X3(()) = (1, y razonando
de manera similar a lo hecho con X (t) y X,(t), se tiene que X; y X3 estdn
definidas en todo R, am: < z3(t) < ar2 Vt € R.

Asi mismo, si amz > «r3 , por el lema 2.7, tememos que:
ars < X3(t) < aps Vit € Ry claramente d(X3,z3) > am2 — amz > 0. Si
ap3 = a3, tenemos que a3 = apys < Xi(t) < arz y no podemos asegurar
que d(X;, X3) > 0, aunque claramente X;(t) > X3(t) en R, por el lema 2.6.

Por otra parte, como X,(t) < ar, Vt € R, entonces X, € €, luego
X3(0) < X3(0) para cualquier caso con a3 y apgj. (Posteriormente, de-
mostraremos que X5(0) = X;(0)). Finalmente si ap3 < ay3, definiendo €,
de la misma forma que en los otros casos, aqui tenemos que a3 es cota
inferior de ng) y a9 es cota superior, por el lema 2.9 y por definicién de
(), respectivamente. Ademds (a3, aps] C ng), por el lema 2.6. Todo lo
demds sigue como el caso apms > «p3, intercambiando los papeles de a3 y
aps. Luego apr < X;5(t) < ar2 y amz < X3(t) < ars, Vt € R. Por lo tanto:
d(X3,X3) > amz —agz > 0.

(i) Sea z(t) una solucién de (1) tal que z(0) > X,(0). Si I, = R, entonces

como z(t) > X;(t) > a1 > ara > apq, Vt € R, tenemos que z € £, luego

z(0) < X,(0), lo que es una contradiccién. Finalmente de la acotacién de z(t)

en [0,v;) concluimos que I, = (0, 00) con f; < 0, y ademds tlir;a:z(t) == pay
=4 x

De (1) tenemos en [0, 00):

1 z(t) — x2()‘ b(t) (X (t) — Xa(t))z(t) — b(t)(XP(t) — X2(t)) (6)
m(t) /Yl()
x(t) X,(t) < =b(t)(Xu(t) — X2(t))z(t) < —br(aw — arz)arn (7)
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Luego integrando (7) entre 0 y ¢ tenemos:

z(t) — X, (t) < A(z(t) — Xa(t)) exp[—bp(cry — p2)a,t) (8)
con A = :%%E%—%I. Ademds ya que z(t) < M = max{zp(0),apr} en

[0,00), en (8), resulta: 0 < z(t) — X, (t) < A(M — ane)exp[—by,(ar, —
ara)apt).

Por lo tanto: tlHn (z(t) — X,(t)) = 0.

(ii) Sea z(t) una solucion de (1) tal que X,(0) < z(0) < X,(0), luego
Vt € I,apme < Xo(t) < z(t) < X,(t) < aan, por lo tanto I, = R y de (6)
tenemos: '

dt " z(t) — Xa(t)

Integrando entre entre 0 y t tenemos:

< =b(t) (X (t) — Xa(t)z(t) < =br(arn — arz)amz (9)

0 < Xi(t) —z(t) < A(z(t) — Xo(t)) exp[—br(ar1 — ar2)aat]
0 < Xi(t) —=z(t) < A(anm — apz) exp[=by(arn — arz)anst]

Luego: tl_i’rgo(X.(t) —z(t)) = 0.

Similarmente de (6) tenemos al integrar entre ¢t(t < 0) y 0:

6)
z(t) — Xa(t) <
<

AN(X 0 (t) — z(t)) exp[br (ar — ar2)apat]
A~ (ar — ans) explbr(ar; — ar2)amst]
Luego: tl}r_nw(x(t) - X,(t)) =0.

Ahora estamos en condiciones de probar que X, = X;. Asi en el teo-
rema 1 vimos que X(0) < X;(0). Supongamos que X,(0) < X;(0), como
X5(0) < ar2 < ar; < X;(0), entonces tlirg[X,(t) - X5(t)] = 0, lo que es
una contradiccién, pues X;(t) < arq,Vt € R. Luego X;(0) = X3(0) y en
consecuencia Xy = Xj.

(iii) Sea z(t) una solucién de (1) tal que X3(0) < z(0) < X5(0), luego

o' = min{apy;, a3} < X;3(t) < z(t) < Xo(t) < apy Vt € I, luego I, =R
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Aplicando (6) a X, X3,z y X, X3y z, tenemos al restar miembro a
miembro:
1 d /Xyg — T 1 d n Xl — T
—— n — —
4\'2—X3dt .’E—X’g Xl—det XQ—.'II

- b(X| - X3) (10)

O sea:

B2
" (i) = 0= X) (1)

Donde E]g(t) = W{Tz(—t—) >0 Yy Egg(t) = YZ(T)%_X-S—(—‘S > 0

Integrando (11) entre 0 y ¢ (¢ > 0), tenemos:

(X1(0) = () () — Xy()"
(X2(t) — z(t))er2te

= HO)exp [ (-be)(X, (1) ~ Xs(0)dt) (12)

H(t) =

De los respectivos acotamientos de X;(t)(¢ = 1,2, 3), resulta de (12), para
t> 0.

(2(t) — Xy(t)) 7=
(2(t) - Xa(1))™

1
L,
— (ly ) *L17 L2 M2~ .
((11,2 a) ! ”1 M2 H(o)e—bh(ﬂr,l—ﬂ )t (13)

(a“ — a') apmi-apm2

INIA

Donde a, = min{a3, am3}; a® = max{a3, ams}. De (13) tenemos que:

Jim (2(t) ~ Xa(8)) =0
De (11), integrando entre t(t < 0) y 0, y usando las desigualdades adecuadas
tenemos:

(X2 — 3'3)""“1""“+°""l“" < K(am — a‘)m(am - a.);";’—l‘—"?eb"(""‘“"')‘

(14)

Luego de (14), tenemos:

Jim (Xa(t) - (1)) = 0
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(iv) Finalmente sea z(t) solucién de (1) tal que z(0) < X3(0) y

sean z1,(t) y Tam(t) soluciones de (4) y (5), respectivamente, tales

que z1,(0) = zp(0) = z(0). Como I, # R, y ya que z,(0) < z(t) < o,

Vt € [0,7;), entonces v, = oo y por lo tanto I, = (f;,00), con §; < 0. Por

otra parte de z(t) < a*, tenemos que tlilf?*' z(t) = —oo. Luego integrando
= T

(11) entre 0 y t(t > 0), y usando las desigualdades correspondientes, resulta:

(X3 _ :L‘);lj—zl‘—‘“ S K((XL2 —a*) - & - e—bl,(am—a‘)t (15)

(en1 — a*)awi-ema

Luego:
Jim (Xa(t) = (t)) = 0

Nota: En el lema 3.1 de [5] se demuestra que si £ = z(a — bx) — ¢ con
a, b, c, continuas y con cotas superiores e inferiores positivas, tiene al menos
una solucién acotada en R, entonces a, > 4b;c;,. En nuestro caso pudiera
pensarse que si hay solucién acotada en R, entonces a}, > Zb,c}, sin em-
bargo esto no es necesario, pues de acuerdo al lema 2.8, siempre hay una
solucién no acotada definida en R entre a. y o*, con o, = min{a3, am3} y
a* = max{ar3, am3}, inclusive si ar3 = apz = Z, la solucién de (1) que
cumple Z(0) = Z tiene I; = Ry a3 = apy3 < Z(t) < g, Vt € R.

4 Soluciones Periddicas

Teorema 2 Dada la ecuacién (1) bajo la condicién (3), con a, by c periédicas
de periodo T. entonces las X;(t)(: = 1,2,3) del teorema 1 son las tinicas
soluciones periédicas de (1) y ademds d(X,, X3) > 0. (Bajo la condicién (3),
recordemos que d(X;, X2) > ar1 — ar2 > 0 en cualquier caso).

Demostracién: Sea z(t) una solucién de (1) tal que z(0) > X,(0), luego por
el teorema 1, I, = (f;,00) con f, < 0. Ademds ar, < z(t),Vt € I, y es no
periédica. Asi mismo z(0) > z(T) y {z(kT)}32, es una sucesién decreciente,
luego existe 7, € R tal que klggo z(kT) = 7. Ademds zx(t) = z(t + kT) es

solucién de (1) con I, # R, luego z(kT) > X (0) y por lo tanto y; > Q.
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Si v > Qan, como z(t; 0,7,) es T-periddica, de acuerdo al teorema 4.11 en
(1,p. 116], tendriamos una contradiccién con el teorema 1, luego y; = Qppy y
por tanto X, (t) = z(t;0,7,) es T-periédica. De manera similar demostramos
que X3(t) es T-periddica.

Sea z(t) una solucién de (1) tal que X>(0) < z(0) < X,(0), la cual
podemos suponer no periodica (teorema 9.6 en [1,pp. 102-103]), para tal
solucién debe cumplirse z(—T) < z(0), de acuerdo a (ii) del teorema 1.
Como {z(—kT)}32, es decreciente y estd acotada inferiormente por apy,

existe klim z(—kT) = 7y,. Por otra parte zx(t) = z(t — kT') es solucién de (1)
— 00

con zx(0) > X,(0),Vk € N. Por lo tanto v, > Qp, = Qu y z(t;0,7;) es
periédica con z(0;0,7,) = 12 > X32(0). Sea a € (X,(0),72) y z.(t) la solucién
de (1) tal que z,(0) = a. Siguiendo el mismo proceso anterior, tenemos que
existe y3 tal que 72 > 73 > X,(0) y z(¢;0,73) es peridica, entonces (1)
tendria cuatro soluciones T-periddicas distintas, lo que es una contradiccion.
Luego v, = X,(0) y por lo tanto X,(t) = z(¢;0,7,) es T-peri6dica.

Finalmente como X,(0) > X3(0), y ambos son T-periddicas es claro que
d(Xa, X3) > 0.
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