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Resúmen: En este trabajo se consideran los efectos de la inhibición 
fuerte y la cosecha sobre una población aislada, modelada por una ecuación 
de Riccati de grado tres. Se prueba la existencia de soluciones acotadas sobre 
R, con su respectivo comportamiento asintótico. Además se demuestra la 
existencia de tres soluciones T-periódicas si los coeficientes son T-periódicas. 
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Abstract: In this work are considered the effects of the strong inhibition 
and the harvesting on an isolated population, mo<leled by a Riccati's equation 
of degree three. The existence of boundc<l solutions is proven on H, with 
its asymptotic behavior. The existence of three T-periodic solutions is also 
<lernonstrate<l if the coefficients are T-perio<lic. 
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1 Introducción 

En este trabajo consideramos la ecuación diferencial no autónoma: 

x'(t) = a(t)x(t) - b(t)x(t)3 - c(t) (1) 

Esta ecuación 'liferencial modela el comportamiento de una población aislada 
donde el efecto inhibidor de la propia especie es fuerte y además hay cosecha. 
Todo esto en la misma línea con que se realizaron los trabajos [3],[4] y [5] . 

En este caso a(t) es el coeficiente de crecimiento, b(t) es el coeficiente 
de inhibición y c(t) es la rata de cosecha. Tales funciones son continuas en 
R., acotadas superior e inferiormente por constantes positivas. Así mismo 
denotamos por a¡, = inf{a(t) : t E TI.} y aM = sup{a(t) : t E R.}, y similar­
mente tenernos b1,, bM, e¡, y CM· Denominaremos lx al intervalo maximal de 
existencia de una solución x(t) conteniendo al cero. 

En el caso autónomo tenernos los siguientes resultados: 

(A) Si a3 > 27!c2 
, hay tres puntos de equilibrio: a ¡, a 2 y a 3 con 

a3 < O < a 2 < a1i y el comportamiento de las soluciones x(t) de 
(1) depende del tamaño inicial de la población x(O) = x0 en la forma 
siguiente: 

(i) Si x0 > a 1 , entonces lx = ({J, oo) con {J < O, x(t) decrece; 
lirn x(t) = a 1 y lim x(t) = oo. 
t--+oo t--+¡3+ 

(ii) Si a2 < xu < a1 , entonces lx =TI., x(t) es acotada y creciente; 
lim x(t) == a1 y lim x(t) = a 2. 
t--+oo t--+-oo 

(iii) Si a3 < Xo < a2, entonces lx = R., x(t) es acotada y decreciente; 
lirn x(t) = a 3 y lirn x(t) = a 2 . 
t--+oo t--+ - oo 

En (iii) hay extinción de la especie en tiempo finito, de manera 
que a 2 es el número crítico de extinción. 

(iv) Si Xo < a3 , entonces Ix = ({J, oo) con {J > O, x(t) crece, 
lirn x(t) = a 3 y lirn x(t) = -oo. 
t--+oo t--+fJ+ 
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Finalmente tenemos que x 1 (t) = 01 y x3 (t) = 03 son atractores posi­
tivos, y x 2 (t) = o 2 es atractor negativo. 

(B) Si a3 = 27!c2
, hay dos puntos de equilibrio 01 = 02 y 03, con: 

a1 = a 2 =a> O > o 3. En este caso si: 

(i) Si To > o, x(t) tiene el mismo comportamiento que A (i). 

(ii) Si a 3 < x0 < o, entonces lx = R, x(t) es acotada y decreciente, 
lim x(t) = a 3 y lim x(t) = a. En este caso hay extinción en 
t-too t-t-oo 
tiempo finito, siendo a el número crítico de extinción. 

(iii) Si x0 < a 3 , entonces x(t) tiene el mismo comportamiento que A 
(iv). En este caso x(t) = a no es atractor positivos ni negativo, 
mientras que x(t) = a 3 es atractor positivo. 

(C) Si a3 < 27!c2
, hay un punto de equilibrio a < O. En este caso: 

(i) Si x0 > a, x(t) tiene el mismo comportamiento que A (i) y B (i). 
Hay extinción aunque x0 sea muy grande. 

(ii) Si x0 < a, x(t) tiene el mismo comportamiento que A (iv) y B 
(iii). En este caso x(t) = a es atractora positiva. 

Nota: En realidad no se pierde generalidad al estudiar el modelo (1) en lugar 
de 

y'(t) = Ay(t) - By2(t) - Cy3 (t) ~ D 

pues haciendo y(t) = x(t) - 3~.; en (2) nos resulta (1), con: 

B 2 -B AB 1 (B)' B 3 

ª = 3C + A ; b = C ; e = 27C2 + D + 3C - 3 C + 9C2 

donde se pide que ~ sea derivable en R. 

(2) 

El propósito fundamental de este trabajo es estudiar (1) en el caso en 
que: 

(bitrisecante) (3) 

2 Lemas Preliminares 
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Consideremos las siguientes ecuaciones diferenciales autónomas de R.iccat.i: 

x'(t) = a 1,x - bux3 - CM (inferior) 

x'(t) - aM:r. - br,x3 - c1, (superior) 

(4) 

(5) 

Bajo la condición (3), tant.o </>r, = ar,x-bl\fx3 -cM como </>M = aMx-b,,:r3 -cr, 
t.i<'nf'n t.re.s raíces realf's clist.int.as n1,1 > n1,2 > O > 01,:1 Y 
O'l\ft > al\f2 >O> oM3, pues: 

3 3 27 2 27 2 
ªM ~ a,, > 4bMCM ~ 4bc,Ci 

En cuanto a la posición relativa de las raíces tenemos los siguientes casos: 

(1) Si a(t) y b( t) son constantes, entonces: 

(11) Si a(t) o b(t) no son constantes, entonces existe x ~ O tal que 
<h(i) = cl>M(x), tal i es único, en cuyo caso se pueden presentar tres 
subcasos, en cuanto a la posición relativa de x respecto de OMJ· 

(11.1) i > ai3 , y entonces: 

(11.2) i = ai3 , y entonces: 

(11.3) x < ai3 , y entonces: 

Observemos que en cualquier caso, siempre se cumple: 

Lema 2.1 Sea x(t) una solución de (1) tal que x(t0 ) = x0 > x, y sean 
xr,(t) y XM(t) las soluciones de (4) y (5), respectivamente, tales que : 
XM(t0) = xi(to) = x0 • Entonces: 
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(a) X1,(t) s x(t) s XM(t) Vt E lx n Ix,, n IXM n [to, oo). 

{b) XM(t) s x(t) s X1,(t) Vt E lx n Ix,, n lxM n (-oo, to). 

(Si x0 < x, (a) y (b) se intercambian). 

Demostración: Vea [2,pp. 26-27] 

Lema 2.2 Si x(t) es una solución de {1) tal que Xo > aM1, entonces 
lx = Ulx, oo) con f3x <O. Además x(t) > a1,1 Vt E lx y x([J+) = oo. 

Demostración: Sea xc,(t) una solución de (4) y xM(t) solución de (5) 
tales que xc,(O) = xM(O) = x0. Del caso autónomo sabemos que 
lx,, = ({31,, oo), lxM = (fJM, oo) con fJM S f31,. Además si lx = (fJx, /x) 
entonces por 2.1: 

xc,(t) S x(t) S XM(t) 'Vt E [O, 'Yx) 
xM(t) S x(t) S x1,(t) 'Vt E ({31;, O] n (fJx, Oj 

Como: aL 1 < xc,(t) S x(t) S XM(t) S xM(O) en [O, 'Yx), tenemos que /x = oo. 
Así mismo si f3x = -oo, nos quedaría x(fJM) ~ XM(fJ°t) = oo, lo que es 
una contradicción, luego: -oo < f3x < O. Razonando de manera similar , 
tenemos : fJA~ s f3x . Además: x(f3:) = oo y como x(t) ~ x1,(t) > 
ªLi. Vt ~ O y x(t) ~ XM(t) > aM1 > aLI en (f3x, O], entonces: x(t) > a1,1, 
Vt E lx = (fJx, oo) . 

Lema 2.3 Existe una solución x(t) de (1) tal que a1,1 S x(t) s ªMi 
en Re lx =R. 

Demostración: Sea a E [a1,i, aMt] y sean Xn(t), x1,n (t) y XMJt) solu­
ciones de {1), (4) y (5), respectivamente, tales que Xn(-n) = XLn (-n) = 
XMn(-n) =a. Claramente lx,,n = ((31,n,oo),lxMn =Re lxn = (fJn,/n), con 
-n E lxn· En [-n,1n) tenemos: a¡,¡ S X1,Jt) S Xn(t) S XMn(t) S aM1, 
luego In = oo, o sea a1,1 S Xn(t) S aM1, Vt E [-n, oo), y en consecuen­
cia {xn(O)} es acotada, luego existen {xn¡,(O)} y xo E [a1,1, aMt] tales que 
{ Xn¡, (O)} ~ x0 . Sea x(t) la solución de (1) tal que x(O) = x0 , luego existe 
una subsucesión de { Xn1o} (la cual denotaremos igual), tal que Xn¡, ( t) con­
verge uniformemente hacia x(t) es subintervalos compactos de lx = (fJx, 'Yx)· 
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Luego x(t) está definida en todo R, es decir, fJx = -oo, y por lo tanto: 
a1,1 S x( t) S ªM1, Vt E R.. 

Lema 2.4 Sea x(t) una solución de (1) tal que a1,2 S x(O) S a,,,, entonces 
lx = R y etM2 < x(t) < CtM1, Vt E R . 

Demostración: Sea b E [a1,2, O'M2], y x(t), x,,(t) y xM(t) soluciones de (1), 
(4) y (5), respectivamente, tales que x(O) = x1,(0) .= XM(O) = b. Entonces 
¡XL = IXM = R, y 

Ctf,2 S X¡,(t) S x(t) S XM(t) < <YM1 Vt E [O, 'Yx) 

CtM2 < XM(t) S x(t) S Xr,(t) S a,,, Vt E (fJx, O] 

Luego: aM2 < x(t) < nM 1, Vt E lx, por lo tanto lx =R. 

Lema 2.5 Existe una solución x(t) de (1) tal que lx = R. 
y aM2 S x(t) S a,,2 , Vt E R. Además cualquier solución x(t) de (1) con 
etM2 S x(O) S etL2 está definida en todo R y a¡,3 < x(t) < etM1, Vt E R. 

Demostración: Sea x(t) una solución de (1) tal que etM2 S x(O) s a¡,2 , sea 
xr,(t) una solución de (4) y XM(t) una solución de (5) tales que 
xr,(O) = XM(O) = x(O). Como lxL = lxM = R, entonces: 

ªL3 < xL(t) s x(t) s XM(t) < ªMI en [O, 'Yx) 
ªL3 < CtM2 S XM(t) S x(t) S xL(t) S et1,2 < ªMt en (/Jx, O] 

Luego, lx = R y CtL3 < x(t) < etM1, Vt E R. 

Ahora sea b E [aM2, ar,2] y sean Xn(t), x1,Jt), xMJt) las soluciones de 
(1),(4) y (5) respectivamente, tales que Xn(n) = -Xr,Jn) = XM" (n) = b. 
Entonces en (/Jn, n] tenemos: CtM2 S XM" (t) S Xn(t) S XL" (t) S a1,2, luego 
/Jn = -oo. O sea etM2 S Xn(t) S etr,2, para t E (-oo, n] . Argumentando en 
forma similar que en el lema 2.3, tenemos que existe una solución x(t) de (1), 
tal que lx = R y etM2 S x(t) S etL2 Vt E R. 

Lema 2.6 Si etM3 ~ a¡,3 (Casos 1, 11.2 ó 11.3) y x(t) es una solución de (1) 
tal que CtM3 S x(O) S etM2, entonces Ix = R y a1,3 S x(t) < a 1,2 para cada 
t E R. (En el caso 11.3, tomamos aM3 < x(O)). 
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Demostración: La prueba es similar al lema 2.4. 

Lema 2.7 Si aM3 < a 1,3 , entonces cualquier solución de (1) tal que 
a 1,3 S x(O) S aM2 está definida en todo R y aM3 < x(t) < a1,2 Vt E H. 

Demostración.: Sea a 1 E (.X, o:M2], sean x(t), x1,(t) y xM(t) soluciones de 
(1),(4) y (5) respectivamente, tales que x(O) = x1,(0) = xM(O) =a,. 

En (f3x, O] tenemos: O'.M3 < a1,3 S XM(t) S x(t) S xr,(t) < a1,2-

Así mismo, como a 1 > x, existe t 1 > O tal que en (O, ti] n [O, /x) se cumple: 

Mientras que en (ti, oo) n [O, /x): 

entonces x(t) es acotado en Ix, y por lo tanto Ix =R. De manera que: 

aM3 < x(t) < a1,2 Vt E R . 

Sea a2 E [aL3, x) y sean x(t), xL(t) y XM(t) soluciones de (1),(4) y (5) respec­
tivamente, tales que x(O) = x1,(0) = XM(t) = a2 . 

En [O, /x) tenemos: O'.M3 < XM(t) S x(t) S X1,(t) < 01,2 

Como a2 < x, lim x1,(t) = a1,2 > O'.M2 = lim XM(t), entonces existe 
t-+ - 00 t-+ - 00 

t2 < O tal que en {t2 , O) n (f3x, O] se cumple: 

Mientras que en (--:-oo, t2 ) n (f3x, O] se tiene: 

O'.M3 < XM(t) S x(t) S X1,(t) < Uf,2 

Finalmente: O'.M3 < a1,3 S x1,(t2) = xM(t2) < ªM2; luego tenemos que: x(t) 
es acotada en Ix y por lo tanto Ix =R. Así mismo: 

ªM3 < x(t) < a1,2 Vt E R . 
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Por último, si x(t) es solución de (1) tal que x(O) = x, tomamos a1 y a2 

tales que: a 1, 3 < a2 < x < a 1 < aM2, entonces para x¡(t) solución <le (1) 
con x(O) = a¡ , tenemos por unicidad que O'M3 < x2(t) < x(t) < Xi (t) < a1,2 

Vt E fx· Luego lx = R y 0:M3 < x(t) < a1,2, V t E R.. 

Lema 2.8 Si o:1,3 < O'.MJ, existe una solución x(t) de (1) tal que Ix = R y 
a 1, 3 ~ x(t) ~ aM3 ; mientras que si o:M3 < o:i3 , entonces o:M3 ~ x(t) ~ o 1,3 

en R . Si o:M3 = a 1, 3 , entonces la solución x(t) que pasa por c~MJ está definida 
en todo R y x(t) ~ L2 Vt E R. 

Demostración: Tanto en el caso 1, como en los casos 11.1 y 11.3, podemos 
proceder de la misma forma que en el Lema 2.3. Si O'MJ = 0:1,3 = i, tomarnos 
{nn} en (aM3 , O'M2) tal que Un --+ i. Si xn(t) es solución de (1) tal que 
xn(O) = un, como an --+ i, entonces existe una subsucesión {xnk} tal que 
converge uniformemente a x(t) solución <le (1) tal que x(O) = x, en compactos 
de R, luego Ix = R. Además por el Lema 2.6, <~1,3 ~ xn(t) < a 1,2 , luego 
0:1,3 ~ x(t) ~ o:i2 en R. 

Lema 2.9 Si ai3 < aM3 y x(t) es una solución de (1) tal que 
x(O) < o:i3, entonces existe flx < O tal que Ix = (flx, oo), x(t) < O'.M3 en Ix y 
lim x(t) = -ex:>. 

t-+/Jt 

Demostración: Si 1/J(x) > O, Vx E R entonces ai3 < o:M3 , y tomando 
xL(t), XM(t) soluciones de (4) y (5), respectivamente, tales que xL(O) = 
XM(O) = x(O), se puede probar que Ix = (flx, oo) con fh ~ flx ~ fJM, ya 
que en [O, 'Yx): 

xL(O) ~ xL(t) ~ x(t) ~ XM(t) < O'.LJ ~ O'MJ 

Mientras que en (flx , O] se cumple: x(t) ~ xL(t) < a 1, 3 ~ O'MJ· Luego 
x(t) < O'MJ, Vt E (/3x, oo) y lim x(t) = -oo. 

t-+/Jt 

Por otra parte, si eXiste i tal que 1/J(x) = O y ai3 < aM3 , entonces 
i < ai3 < aM3 • Sea x(t) solución de (1) tal que i < x(O) < a1,3 , usando 
el mismo razonamiento que en el caso anterior, tenemos que existe flx < O 
tal que Ix = U3x, oo), pero esta vez resulta: fJM ~ flx ~ fli, pues xi y XM 
se cruzan en t 1 = O y en un cierto t2 < O. Así mismo lim x(t) = -oo y 

t-+/Jt 
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x(t) < O:MJ Vt E lx = (f3x, oo), pues 

en [O, oo) : x(t) S XM(t) < O:M3 

en [t2, O) : x(t) S x,,(t) < 0:1,3 < O:M3 

y en ({J;r;, t2) : x(t) s XM(t) s XM{O) < <Xf,3 < <XM3 

Al mismo resultado se llega si x(O) = x < 0:1,3, con flM S fix S /J,,. Así 
mismo si x(O) = x < cr1,3 , tomando a,, a2 tales que: a, < x < <L2 < n,,3, para 
x 1(t) y x2 (t) soluciones de (1) cumplim1do con x;(O) = <L;(i = 1,2) se tiene 
que x 1 (t) < x(t) < x2 (t) < o:M3 Vt E Ix 1 n Ix 2 n Ix, pero siguiendo el mismo 
esquema <le demostración tenemos que 'Yx = oo, ya que /x, = /x2 = oo. Así 
mismo: -oo < fJx 2 S fJx S (Jx, Y lim x(t) = -oo. 

t-+M 

Finalmente si o:1,3 = crM3 , entonces o,,3 = oM3 = x. De nuevo para x 1,(t) 
y XM(t) con xr,(O) = XM(O) = x(O), entonces: XM{O) S XM(t) S x(t) S 
xr,(t) < o:,,3 en [O, 'Yx), luego 'Yx = oo, además como (J,, 2 fJM > -oo, 
entonces {J,, 2 fJx 2 fJM > -oo y x(t) < O:M3, para todo t E lx = (flx, oo). 

Lema 2.10 Si O:MJ < o:1,3 y x(t) es una solución <le (1) tal que x(O) < nM:i 
entonces existe f3x < O tal que Ix = (fJx, oo) y x(t) < O:M:i Vt E lx . 

Demostración: El razonamiento es similar a los anteriores, con 
-oo < {JM S {J S {J,, < O, ya que O:MJ < 0:1,3 < x. 

3 Existencia de Soluciones Acotadas 
y Comportamiento Asintótico 

Teorema 1 Dada la ecuac10n diferencial ( 1), bajo la condición 
ai > 2

47 bMc2M. Existen soluciones X;(t)(i = 1, 2, 3) acotadas en R tales que 
X 3 (t) < X2(t) < X, (t) y con d(X1, X2,) 2 0:1, 1 - 0:1,2 > O y 
d(X2, X3) 2 O'.M2 - max{ 0:1,3, O:M3} >O si O:f,J # O'.MJ · Por otra part~ si x(t) 
es una solución de {1) con: 

{i) x(O) > X 1 {O), entonces existe f3x < O tal que lx = (f3x, oo), 
lim x(t) = oo y lim [x(t) - X 1 (t)] =O. 

t-+fJ"f . t-+oo 
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(ii) X2(0) < x(O) < X 1 (O), entonces lx = R con l.!!~[X1 (t) - x(t)] = O y 

lim [x(t) - X 2(t)] =O. 
t-4 - 00 

(iii) X3(0) < x(O) < X 2(0), entonces lx = R con tl.!!~[x(t) - X3(t)] = O y 

lim [X2 (t) - x(t)] =O. 
t-4 - 00 

(iv) x(O) < X3(0), entonces existe flx < O tal que lx = (fJx, oo), 
lim x(t) = -oo y lim [X3(t) - x(t)J =O. 

t-4/Jt t-400 

Demostración: Sea 0 1 = {x(t) : solución de (1) con Ix = R y 
x(t ) ~ aM2, Vt E R} . Por el Lema 2.3, existe una solución x(t) <le (1) tal 
que lx = R y ar,1 :::; x(t) :::; aM1 Vt E lx . Luego aM2 < ar,1 :::; x(t), por lo 
tanto x(t) E 0 1 y por lo tanto H1 =f. e/). 

Sea n\ºl = { x(O) : X E n1 }. Por el lema 2.2, O:M1 es cota superior 

de n\ºl. Así mismo x(O) ~ ªM2, Vx E 01' luego existe ºMI = sup n\ºl y 
n · fn(O) HLL =In H1 . 

Así mismo, si e E [a,,2, o:r,t] y x(t) es una solución de (1) tal que 
x(O) =e, entonces por el lema 2.4, tenemos que lx = R y o:M2 < x(t) < aM1 

Vt E R., luego x(t) E 0 1, y por lo tanto x(O) = x E O\ºl, luego 

[0:,,2 , au ] e n \ºl ' <le aquí tenemos: o < n,, I < nMI . Probemos que 
{ n n } n(O) HL1 1 HM1 C H1 · 

En efecto, sean X 1(t) y X 2(t) soluciones <le (1) tales que X 1(0) = nM 1 

y X2(0) = nf,I · Como nMI = Slip n\ºl' existe una sucesión {Un} en n\ºl 
tal que Un ~ nMI · Sea {x,.(t)} una sucesión de soluciones <le (1) tales que 
Xn(O) = un ; por unicidad Xn(t) E 01 y por lo tanto lx" = R y 
xn(t) ~ aM2 Vt E R . Luego existe una subsucesión {xn.} tal que xn.(t) con­
verge uniformemente a X 1(t) en cada subintervalo compacto de R, entonces 

( ) (O) 
lxl = R y X¡ t ~ CTM2, luego X1 E n1, y por lo tanto nMI E 01 . En 
forma similar demostramos 'que Hr,1 E 0\ºl . 

Por los lemas 2.2 y 2.3, tenemos que: ai1 ~ X 1 (t) ~ aMi Vt E R . Por 
el lema 2.5, resulta: aM2 :::; X2 (t) :::; ar,2 . De lo anterior, tenernos: 
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X 1 (t) - X 2(t) 2: a1,1 - o:1,2 > O, luego d(X1, X2) 2: 0:1,1 - a1,2 > O. Sea 
0 2 = {x(t) : x(t)es solución de (1), lx = R y x(t.) S cr1,2, Vt E R.}, por el 

lema 2.5, tenemos que n2 1= </>. Sean~º) = {x(O} : X E n2} y supongamos 

que Ctf,3 s ªM3· Por el lema 2.8, n~º) está acotado inferiormente por n1,3, y 
por la manera como definimos 0 2 tenemos que n1,2 es una. cota superior de 

(O) (O) • (O) l l 2 6 b n2 . Sean nM2 = sup n2 y n1,2 = mf n2 ' por e cma . ' pro amos que 
[nM3, O'.M2] e u~º) y por lo tanto nM2 > H1,2· Sean X2(t) la solución de (1) 
tal x;(o) = OM2 y X3(t) la solución de (1) tal que X3(0) = n,,2, y razonando 
de manera similar a lo hecho con X 1 (t) y X2(t), se tiene que x; y X 3 están 
definidas en todo R, c:tM2 s x;(t) s 0:1,2 Vt E R. 

Así mismo, si aM3 > ai3 , por el lema 2.7, tenemos que: 
a1,3 s X 3(t) S aM3 Vt E R y claramente d(X;, x3) 2: O:M2 - o:M3 > O. Si 
o:M3 = 0:1,3, tenemos que ai3 = aM3 S X3(t) S o:r,2 y no podemos asegurar 
que d(X;, X3) > O, aunque claramente x;(t) > X 3(t) en R, por el lema 2.6. 

Por otra parte, como X2(t) S 0:1,2 Vt E R, entonces X 2 E 0 2, luego 
X 2(0) s x;(o) para cualquier caso con ai3 y aM3 • (Posteriormente, de­
mostraremos que X2(0} = X;(O)). Finalmente si O'.M3 < 0:1,3, definiendo H2 
de la misma forma que en los otros casos, aquí tenemos que o:M3 es cota 
inferior de o~º) y 0:1,2 es cota superior, por el lema 2.9 y por definición de 

n2, respectivamente. Además [<t1,3, O'M2] e n~º)' por el lema 2.6. Todo lo 
demás sigue como el caso O'M3 > 0:1,3 , intercambiando los papeles de o 1,3 y 

ªMJ· Luego o:M2 < X2(t) S 0:1,2 y O:MJ S X3(t) S 0:1,3, Vt E R. Por lo tanto: 
d(Xi, X3) 2: o:M2 - a1,3 > O. 

{i) Sea x(t) una solución de (1) tal que x(O) > X 1 (O). Si Ix = R, entonces 
como x(t) > X 1 (t) 2: o:1,1 > 0:1,2 > o:M2 , Vt E R; tenernos que x E 0 1, luego 
x(O) s X 1 (O), lo que es una contradicción. Finalmente de la acotación de x(t) 
en [O, 'Yx) concluimos que Ix = (f3x, oo) con f3x <O, y además lim x(t) = oo. 

t-+fJt 
De (1) tenemos en [O, oo): 

:t In 1:~:~ = ~:~!~ 1 = -b(t)(X1 (t) - X2(t))x(t) - b(t)(X~(t) - X~(t)) (6) 

d 1 x( t) ·- X 1 ( t) 1 
dt In x(t) _ x 2(t) < -b(t)(X1 (t) - X2(t))x(t) S -br,(0:1,1 - o:i2 )o:1, 1 (7) 
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Luego integrando (7) entre O y t tenemos: 

x(t)- Xi(t) ~ A(x(t)- X2(t))exp[-/,1,(n1,i - n1,2)n1,it] (8) 

con A = l:f~l=;:f~l I· Además ya que x(t) < M = rnax{xM(O), o:Mt} en 

[O,oo), en (8), resulta: O< x(t) - Xi(t) ~ A(M - o:M2)exp[-/J1,{a1,1 -
0'.1,2)0'.f,f t]. 

Por lo tanto: lim (x(t) - Xi (t)) =O. 
t-+oo 

(ii) Sea x(t) una solución de {1) tal que X 2(0) < x(O) < X 1{0), luego 
Vt E Ix, O'.M2 ~ X2{t) < x(t) < Xi (t) ~ o:Mi, por lo tanto lx = R y de (6) 
tenemos: 

Integrando entre entre O y t tenemos: 

O < Xi (t) - x(t) ~ A(x(t) - X2(t)) exp[-b¡,(n1,i - a1,2)aM2t] 

O < Xi (t) - x(t) ~ A(o:Mi - o:An) exp[-,-b1,(a1,i - a1,2)aM2t] 

Luego: lim (Xi{t) - x(t)) =O. 
t-+oo 

Similarmente de (6) tenernos al integrar entre t(t <O) y O: . 

x(t) - X2(t) ~ A- i (Xi ( t) - x( t)) exp[b,, ( a1,i - a.1,2)aAnt] 

~ A-i (aMi - a.M2) exp[/J1,(a1,i - aL2)aM2t] 

Luego: lim (x(t) - X2(t)) =O. 
t-+ - oo 

Ahora estamos en condiciones de probar que X2 = x;. Así en el teo­
rema 1 vimos que X2(0) ~ x;(o). Supongamos que X 2(0) < x;(o), como 
X2(0) < a1,2 ~ aLi ~ Xi (O), entonces tlim [Xi (t) - x;(t)j = O, lo que es 

-too 

una contradicción, pues X2(t) ~ a¡,2, Vt E R. Luego X2(0) = X 2(0) y en 
consecuencia X2 = x;. 

(iii) Sea x(t) una solución de (1) tal que X3{0) < x(O) < X2(0), luego 

a•= min{ O'.MJ, O'.LJ} ~ X3(t) < x(t) < X2(t) ~ O'.L2 Vt E lx, luego Ix = R 
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Aplicando (6) a Xi, X 2 , x y X2 , X 3 y x, tenemos al restar miembro a 
miembro: 

1 d 1 X2 - X 1 d 1 x, - X - b(X X' ) ---- n - n - 1 - 3 
X2 - X3 dt X - X3 x, - X2 dt X2 - X 

O sea: 
( X ) E: 12 

~ 1 ~ = -b(X - X ) 
dt n (X2 -.x) E: 23__ 1 3 

x - X3 

Integrando (11) entre O y t (t > O), tenemos: 

H(t) 
(X1 (t) - x(t))€12 (x(t) - X3 (t)Y23 

(X2 (t) - x(t))f'. 12 +€23 

= H(O) exp fot (-b(t)(X1 (t) - X 3 (t))dt) 

(10) 

( 11) 

{12) 

De los respectivos acotamientos de X¡(t)(i = 1, 2, 3), resulta de (12), para 
t >o. 

1 

O < (x(t) - X3(t)) 0 1.r 0 • 

< (x(t) - X3 (t))f:23 

Donde o.= min{oi3,0M3};0• = max{o1,3,0M3}. De (13) tenemos que: 

lim (x(t) - X 3 (t)) =O 
t-too 

De (11), integrando entre t(t < O) y O, y usando las desigualdades adecuadas 
tenemos: 

1 +- •- 1 1 ( • (X2 - x)ºM1 - ºM2 ª1,2-ª • ~ K(aM1 - o.)ª1,1- 01,2 (01,2 - a.)ºMrº eb1, o1,1- o )t 

( 14) 
Luego de (14), tenemos: 

lim (X2 (t) - x(t)) =O 
t-too 
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(iv) Finalmente sea x(t) solución de (1) tal que x(O) < X3 (0) y 
sean x1,(t) y xM(t) soluciones de (4) y (5), respectivamente, tales 
que xr,(O) = XM(O) = x(O). Como l:i: i R, y ya que xr,(O) S x(t) S a•, 
Vt E [O, rx), entonces rx = oo y por lo tanto lx = (f3x, oo), con f3x < O. Por 
otra parte de x(t) S a•, tenemos que lim x(t) = -oo. Luego integrando 

t-+Pt 
(11) entre O y t(t >O), y usando la.q desigualdades correspondientes, resulta: 

( ) o 1 o +~ • K a1,2 - ª• t.1 - i. 21 M1- e-b,_(01, 1 - 0· )t (X3 - x)ªL2-0 • S -------~--- · 
(a1,1 - a•) 0 M1 - 0 M2 

(15) 

Luego: 
lim (X3 (t) - x(t)) =O 
t-too 

Nota: En el lema 3.1 de [5] se demuestra que si ± = x(a - bx) - e con 
a, b, e, continuas y con cotas superiores e inferiores positivas, tiene al menos 
una solución acotada en R, entonces aL- > 4b1,c1,. En nuestro caso pudiera 
pensarse que si hay solución acotada en R, entonces al, > ~b1cl, sin em­
bargo esto no es necesario, pues de acuerdo al lema 2.8, siempre hay una 
solución no acotada definida en R entre a. y a., con a. = min{ ar,3, aM3 } y 
a• = max{ a 1,3 , aM3}, inclusive si a 1,3 = aM3 = x, la solución de (1) que 
cumple x(O) = x tiene lx = R y a¡,3 = aM3 S x(t) S a1,2, Vt E R . 

4 Soluciones Periódicas 

Teorema 2 Dada la ecuación (1) bajo la condición (3), con a, by e periódicas 
de período T. entonces las X¡(t)(i = 1, 2, 3) del teorema 1 son las únicas 
soluciones periódicas de (1) y además d(X2 , X3) >O. (I3ajo la condición (3), 
recordemos que d(X1, X2) 2: a1,1 - a1.2 >O en cualquier caso). 

Demostración: Sea x(t) una solución de (1) tal que x(O) > X 1 (O), luego por 
el teorema 1, lx = (f3x, oo) con f3x < O. Además ar.1 < x(t), Vt E lx y es no 
periódica. Así mismo x(O) > x(T) y { x(kT)}k:, 1 es una sucesión decreciente, 
luego existe 'Yt E R tal que lim x( kT) = / 1• Además xk ( t) = x( t + kT) es 

k-too 

solución de (1) con lxk i R, luego x(kT) > X (O) y por lo tanto 'Yt 2: nMI . 
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Si 'Y•> !1M1, como x(t;0,')'1) es T-perió<lica, de acuer<ló al teorema 4.11 en 
[1,p. 116], tendríamos una contradicción con el teorema 1, luego 'Y• = nM, y 
por tanto X 1 (t) = x(t; O, 'Y•) es T-perió<lica. De manera similar demostramos 
que X 3(t) es T-perió<lica. 

Sea x(t) una solución <le (1) tal que X2 (0) < x(O) < X, (O), la cual 
podernos suponer no periódica (teorema 9.6 en [l,pp. 102-103]), para tal 
solución debe cumplirse x(-T) < x(O), de acuerdo a (ii) del teorema l. 
Como { x(-kT)}f: 1 es decreciente y está acotada inferiormente por o:M2 , 

existe lim x( -kT) = ')'2 . Por otra parte Xk ( t) = x( t - kT) es solución de ( 1) 
k-too 

con xk{O) 2:: X2(0), Vk E N. Por lo tanto 'Y2 2:: 01, 1 = f2M2 y x(t; O, 1'2) P.S 

periódica con x(O; O, 'Y2) = ')'2 > X2{0). Sea a E (X2{0), 1'2) y xa(t) la solución 
de (1) tal que xa(O) =a. Siguiendo el mismo proceso anterior, tenernos qne 
existe '}'3 tal que ')'2 > ')'3 ;::: X2(0) y x(t; O, 'Ya) es periódica, entonces (1) 
tendría cuatro soluciones T-periódicas distinta.<>, lo que es una contradicción. 
Luego ')'2 = X2(0) y por lo tanto X 2 (t) = x(t; O, 'Y2) es T-periódica. 

Finalmente como X2 (0) > X3 (0), y ambos son T-periódicas es claro que 
d(X2, X3 ) > O. 
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