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ABSTRACT

In this paper, through an algebraic process similar to
Mikusinski’s, an operational calculus for the Bessel operator

V-1 1420 1V
B =t*"VDt"#ptV ™! adjoint operator of B, ,~t VBV Y has
K,V ’

been devised, involving certain kinds of convolutions.
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En este trabajo se desarrolla un calculo operacional para el

operador B;:v - 'tM-vmxoszt-v-u-l - twumx-zvmv-u-l

adjunto del
operador B“ v = tV DY o (Vi v ey siguiendo un
proceso algebraico similar al construido por Mikusinski.
Para ello consideramos el operador fraccionario l: y su inverso I;a
[3], que nos permiten definir convoluciones segin los diferentes valores
del pardmetro v y u arbitrario en los espacios de funciones
2 _ Vel 2 2 e
Cv'“ﬂ-(f(t)/f(t)—t fl(t)EC ([0,@)) y fl(t)eC ([0,w))} para v> 2
2 u-v 2 2 1
C“_v=(f(t)/f(t)=t fl(t)eC ([0,)) y fl(t)EC ([0,w))} para v<~2
2 _H+172 2 2 -
C“’Vz—(f(t)/f(t)—t fl(t)GC ([0,w)) y fl(t)EC ([0,))} para v= 5-
Si se definen la suma usual y la operacién convolucién como

multiplicacién, estos espacios resultan ser anillos unitarios sin

g1
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divisores de cero, siendo factible, entonces, construir los
correspondientes cuerpos de fracciones, que permiten analizar un

conjunto de reglas operacionales en dichos cuerpos.

2. LOS OPERADORES I:} y 8.
El operador l:, definido para a«,m>0 por

5 3
1) = F%JJ' ("™ E)dE  (O<téom) 2.1
0

y para a0, con neN y n+a>0 por

t
n n+& m n m .m,&+n-1.m-1
DRIM () = (D) Jo(t ™)%™ e (e)gg (2.2)

donde

D f(t) = -3f(t) = m™ " ™Dr(1) (2.3)

m m

dt

fueron  estudiados por A.C. McBride [3]. A continuacién exponemos

algunas propiedades con estos operadores y el operador &=tD que seran
utilizadas en lo que sigue
Proposicién 1.
Si f(t)eC'(R), entonces,
at*1(t) = t*(3+af (1), (2.4)
Proposicién 2.
Si f(t)eC'([0,m)), con f(0)=0, y a>0, entonces
CPSISE() = 78 (). (2.5)
Proposicién 3.
Sean «>0, k una constante real y f(t)eC'((0,»)), entonces:
ID(8+Kf (1) = (3+k-2a)I (). (2.6)
Para la demostracién de las proposiciones 1, 2 y 3, vease [6] y

(8.
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Proposiciéon 4.

1 o n.n-V-1/2_V-pi-1 el .
Sea w 5 ¥ Ru,v.l— tDZI2 t con neN y n v2 >0. Si
f(t)eC([0,)) satisface la condicién lim'tzwlDt'v_“'lf(t) = O,se
t>0
tiene,
R B f(t)=DR_ _ f(t). (2.7)
[TRVSTRVS H,V,1
En efecto,
R B' f0) =0 Z VM2 S—v-p-1)(S+v-p-1)F (1)
(TR RN TRY 22 " "
: o 1
siendo n el menor de los enteros positivos que es mayor que v+§ y
n-1
D: = (%D)" = 2" [1,(8-2i)  los siguientes pasos se deducen de
(2.4), (2.5) y (2.6),
"'v'% -2 V-pa-1
)1, tss-2nit () =
-2 n-v-% V-p-1
ot 781, © (s-2w)t Ml =
1
-2 "V vepa
= tD:t 8(a-2n+D)I, "t (1)
1
i XEH -2 S Ui
=t2™"t T (8-2it78(5-2n+0)L,  “ ¢ f(t) =
n n-l)—l
= 2™ m(s-206-2nenr,  F £V p() =
1
-2 0"V 2 v-p-1
= t"%(3-1)8tD"1 t f(t) = DR f(t)
22 (TRVNT
lo cual completa la demostracién.
Proposicién S.
1
Sean v=— y R - % si f(eci10,0), se tiene:
IR . ,@)), se tiene:
L
R B f(t)=D®R_ _ f(t). (2.8)
(TR R TR wv,2

Basta observar que

1 1
_“_— _“—
t 2B f(t) = D% 2 ().
(TR Y
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Proposicién 6.

n#V&l
1 _ o0 2 -V-p-1 1 ’
Sean < 5 Y Rp,v,a = DZI2 t con neN y n+v+§>0. Si
f(t)eC?([0,)) satisface la condicién lim’tl_sztv-“'lf(t) = 0, se tiene
30
R B f(t)=DR _ f(t) (2.9)
TR TR ww,a o :

La demostracién sigue un proceso similar al desarrollado en la

proposicién 4.

3. EL CUERPO DE LAS FRACCIONES.

Con la ayuda de los operadores R A y R definimos
[TR S S TR V%) u,v,3

diferentes convoluciones, para los diferentes valores del parametro v,

a) Para v>—%. consideramos el conjunto
C: = A{f(/f(L) =t
V+d+l

"’““fl(t)eczuo.m)) y fl(t)eCZ(IO.co))) (3.1)

En virtud de (2.7) y del método de la semejanza de Meller (4], por

ser R $
u,v,1

2
V++l

—_—
Pl St et )

: . ; 2 . .
un isomorfismo, se define en Cv gont la operacién * mediante
+L+

red)
_ 2" -1
f(t)*g(t) = ol R“,p,.[(Rp,v,1”‘”°(Ru,v,xg(t” (3.2)

para cada f(t) y g(t)ecimﬂ, donde o es la convolucién para el operador

D, considerada en [2] por

f(t)og(t) = DJ‘tf(t—E)g(E)dE (3.3)
0
y
R f) = eV 2 ), (3.4)
K,V,1 2
Atendiendo a la definiciéon de los operadores Ru,v,l y R;:v,x se

deduce sin dificultad que para cada p,qeNu{0},

14
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p+2v+2
2

p+l q+l
r (v+¢1) T (—2—) r (T)

q+2v+2

e 5

)

Pg) B
R I 2

p+q+l
Plpel) T (qrl} TIEm=0 . e

p+q+2u+2)
2

[ (p+q+l) T (

Se infiere por tanto, a tenor de la caracterizaciéon de los

elementos de C:*M*l' en virtud del teorema de aproximacién de

Weierstrass, que la operacién * es cerrada en C:»uu’ verificandose
ademéas las propiedades que siguen:
i) f(t)*g(t) = g(t)*f(v).
ii)  f(t)*[g(t)*h(t)] = [f(t)*g(t)]*h(t).
iii)  f(t)*[g(t)+h(t)] = f(t)*g(t) + f(t)*h(t).

iv) VM) = f(e).

2

donde f(t), g(t) y h(t)ECv.‘M-

Proposiciéon 7.

C2 no tiene divisores de cero.
V+p+l
-1
- = o =
f(t)*g(t) = 0 » R“,v'lan'v'lf(t) R“'v’lg(t)] 0=

2 Ru,v,lf(t) =0 o R“'v'lg(t) =0=f(t) =0 o g(t) =0.

Concluimos entonces que
Proposicién 8.

Definidas en Cz las operaciones suma y ¥, C2 tiene

V++l V+l+l

estructura de anillo conmutativo unitario y sin divisores de cero.

Por tanto, se puede extender Cz*“ﬂ a un cuerpo de fracciones
M=c®  x(c? -{0})/~ , donde la relacién de equivalencia ~ se defire
V+d+l V+p+l
en C? x(C2 -{0}) de la forma usual, esto es,

V++l V++1
(f(t), g(t)) ~ (F(t), g(t)) si y solo si f(t)*g(t) = g(t)*T(t).

En lo sucesivo el elemento (f(t), g(t)) se denota por ;%% ;
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Si en M se definen las operaciones usuales de adicién,

multiplicacién y producto por un escalar

f(t) , 1) _ f(t)*g(t) + F(t)*g(t)
gt "= 0T =

g(t) g(t)*g(t)

fit) | T _ f)ef)

eV ) geE)
a-&l - af (t)
g(t) g(t)

entonces M resulta ser un algebra.

Obsérvese que mediante la aplicacién definida por

M‘cM "
V+p+1
V+d+1 o
x - .f(t) 5 £(t)
t K
existe una parte M‘cM que es isomorfa a s 3
V++l
Por tanto los elementos de la forma I;E;Il constituyen un
t
subanillo de M, isomorfo a C2 )
V+p+l

b) Si v=~é, consideramos el conjunto de funciones
1
2 e 2 2
Cu,i = {f(t)/f(t) = t fl(t)ec ([0,0)) y fl(t)ec ([0,0))}.
2

En virtud de (2.8) y del isomorfismo

1
-“—
R,yz =t & - > C
e
f(t) —> fx(t)'
Se define, por el método de la semejanza de Meller, en C:“_l la
2
operacién
-1
- -
f(t)*g(t) = Ru’v'zl(R“‘V‘Zf(t))o(R“'V'zg(t))l (3.5)

para cada f(t) y g(t)eC‘z1 1, donde o es la convolucion para el operador D
2
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LM
dada por (3.3) y Ru.v.z =t .

Con las operaciones suma y convolucién * dada en (3.5), C: ,L es un

anillo conmutativo unitario y sin divisores de cero. Puede ser, pues,
s 2 . s
extendido Cul a un cuerpo de fracciones. Los pasos a seguir son
—
2

similares a los del caso v)%.

c) Si v(—%, consideramos el conjunto
c;_v = {f(t)/f(t) = t“-vfl(t)ecz(lo,w)) y fleCz([O,eo))).

Teniendo en cuenta (2.9) y el isomorfismo

R N o —
M,v,3 M-V

f(t) ——— > R (f(t))
v,3

: 2 <z
se define en C“ " la operacién

1 -1

- = —
f(t)*g(t) = u,v,3[(Ru,v.af(t))"(Rp,v,ag(tm (3.6)
l‘(—z—)
-1 veper, U2
donde o es la convolucién (3.3) y Ru.v,3= t Iz .

Con las operaciones suma y convolucién * dada en (3.6), C:l_v es un
anillo conmutativo wunitario y sin divisores de cero, pudiendo ser

extendido a un cuerpo cociente, procediendo de igual modo al caso a).

4. UN CALCULO OPERACIONAL.

Atendiendo a cada uno de los diferentes valores del parametro v, se
pueden encontrar reglas operacionales. Aqui lo abordamos para el caso
v>~é, pudiendose obrar de igual modo para los casos b) y c).

Para ello obsérvese que el operador integral

t '
L® ft) = tv'wJ. €'2""dﬁf 7" Mr(n)dn
H.v 0 0

.
inverso por la derecha de B“ v pertenece a M.

© Del documento, de los autores. Digitalizacion realizada por ULPGC. Biblioteca Universitaria, 2017



Proposicién 9.

Sea f(t)eC2 , se tiene,
V+l+1

V++3

TRIN

tz——'f(t) =L f(t).
2% (v+1) L
Demostracién:

V+lt+3 F(%) ¢ (VRS
—*f(t) = R [(R ——)o(R
2% (v+1) rzi‘”” WVl Vil 52(041)

=1 ty, e D=l
=R}, 3R, (O] = R“.V’IIZR“’V'If(t).

pero de (2.7) para f(t)ec? tenemos que
V+p+l

2 L]
I'R B f(t) =R
M

f(t)
V.1 |, v,1

por tanto,

R f(t) =R L. f(t)
MV, 1 u,v,1 v
que sustituido en (4.2) queda

V+U+3 .

st)=R' R L ft)=1L" .

22(v+1) [T R TR S TR u,
De la proposicién anterior se deduce por induccién
Proposicién 10.
Para keN y f(t)osC2 , se tiene,
Vsl
Vepl+2k+l Kk

”'2’:”‘ re) = L\ flt).
22 K1T (v+k+1) s

k

f(t))) =

(4.1)

(4.2)

-
Por tanto, los operadores L“ " pertenecen a M y se representan por

¢ _ T+t

WY 2R (vek+l)

Vep+2k+1
L

Proposicién 11.

k

Para keNu{0} y B t”(t)eC2 , se tiene
M,V V+pd+l

k k+l k
B- fit) =L B f(t)+ VPV M8 r))
M,V TRV TR n,v I
En efecto,

18

+

t=0

(4.3)

(4.4)
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L lk’l
L B
TR R TR Y

Kk
-V-p-1

D B.kf()d =B
m o 0idn = B

K
por ser lim’tzv'lDt'v-"'lB' l)f‘(t) =0.
t>0 We

Sea V el operador

2%(v+1)

y vV la k-veces aplicaciéon de V.
puede establecer la siguiente
Proposicién 12.
Sea f(t)eC? , se tiene
V++l
Vf(t) = V*f(t) = B_ f(t
(TR,

En efecto, aplicando V a (4.4),

V+d+l
ve(t) = 2%+t

v f(t) -t

V+pd+l, -V-l-1

[t

tlhp.ﬂ

tVop,oS

En relacién con este

-V-p-1

) + V[t f(t)]

| t=0’.

tenemos

8’ f(t)| +

tlhu':!

+ VetV ey teo”

L
= B“ l)t‘(t) + V[t

V+U+3
.[ o
2% (ve1) WY

-V-p-1

Procediendo por induccién se obtiene:

Proposicién 13.
"

Si keN, f(t) y B. f(t)eC® s
u,v Vsl

k

k
k = J
Vir(e) = B, f(t) + Zv [t

)=

Demostracién:

Es cierto para k=1, por (4.

aplicando V queda

VV™E() = VB £(1) + fVM[t_v'“'lB'm-Jf‘(t)]
_— J=1 o 4 |t=

sustituyendo el valor (4.4) queda:

19

e tiene

k-)
-v_u_l ks
B“ - f(t)lh=°~

’

‘k
B f(t)]
o, v

t
ft) = R J‘ E-zv-l de fﬂv-unp-vmzvu.
0 0

[t=0"

operador,

se

(4.5)

f(t)] R

|t=0

(4.6)

5). Supuesto cierto para k=m

+

0

y
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m+1
m+1 e ~V-p-1.¢
VI f(t) = B“ b f(t) + V[t Bu,vf(t)]

+ +
|t=0

»

B e, -v-per o™
+,Z,V (t B, , fO] o
oM+l m+1 i 'mol-J
=B, f+ Jvit"*'s f(t)]

+.
B, ¥ M.V [t=0

A continuacién, obtenemos algunas reglas operacionales que seran
utiles en ciertas aplicaciones.
Como puede ser probado, las ecuaciones diferenciales
. 2
(B Fa“)y =0 (aeR) (4.7)
wv
admiten como soluciones las funciones
(t) = (a)*"'J (at) = I (at) (para el signo +)
y,(0) = " ol P para el signo
(t) = (at)*"'1 (at) = 1" (at) (para el signo -)
Yot = b TR P gn .
Aqui Jv(t) y Iv(t) denotan las funciones de Bessel y modificada de

Bessel de primera especie de orden v, respectivamente. Como ademds

v V++1
lim £V Y° Jat) = lim t™7# I Jat) = —— (4.8)
30" s t50 s 2°T(v+1)

se infiere de (4.5), (4.7) y (4.8) que

1

Vel
*f(t) + av——v
2 T(v+l)

Por tanto, pueden ser obtenidas las reglas

Vi(t) = 7a’tVH!

V.
Z —— e gf”fi) 3" ,(at) (4.9)
v+ al0H JUH
v 2Vr(v+1) o
S — I l)(at) (4.10)
V - al oK UL,

Un cdlculo directo establece la validez de las siguientes férmulas:

2, V+p+1 v
t —— = I z E(‘”f) )’ J(at) (4.11)
a2 Vsl v

2t .2 E(‘”:’ I (at) (4.12)

20
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L ] -
v2 f 2vr.(v+”[ I“’v(at) + J“.v(at) ]

(4.13)
vz_ aAtwpol avoud 2
' (at) - ' (at)
a’y - 2"r(v+1)[ Lolat) =, 0 ] (4.14)
VZ_ a4tv0}hl alhu,ﬂ 2

Nota.-

Obsérvese, que por ser
il S e
u,v v
y ser isomorfismo la aplicacién

 aaialPF . oY
V+pi+l V-u
f(t) = t""‘"fl(t) SR U t"’“rl(t)

en virtud del teorema de la semejanza de Meller, en el caso de w)*l una

21

convolucién para B. es:

K,V

f(t)*gt) = * @ r) ¥ (1 g
donde ¥ es una convolucién para el operador B“ - (71.
De igual modo se procede para v=-% y v<-—é—.
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